NOMBRES COMPLEXES 



Exercice 1 : 

2 1 

On donne 0 O un reel tel que : cos(0 o ) = -n= et sin(0 o ) = ^=. 

Calculer le module et l'argument de chacun des nombres complexes suivants (en fonction de 0 O ) : 

(4+2i)(-i+i) 



a — 3i(2 + 0(4 + 20(1 + i) et b — 



(2-i)3i 



Allez a : Correction exercice 1 : 



Exercice 2 : 

Mettre sous la forme a + ib, a, b E M. (forme algebrique) les nombres complexes 



3 + 6i 



_ /I + iy _ 2 + 5i 2 - 5 , 
V2 — i) ’ Zs 1 — i + 1 + i 



2 + 5 i 2 — 5 i 



z i = 



z, = 



3 — 4i 
5 + 2i 
1 -2C 



:: z 2 



( 1 V3^ 

Z5 = + 



Z 7 = - 



1 — iV3’ 



; z 8 - 



(l + 2i)(3-i)' 



z 6 = 



; Zg — 



(1 + 0 9 
( 1 - 0 7 
1 + 2i 
1 — 2i 



Allez a : Correction exercice 2 : 



Exercice 3 : 

Ecrire sous forme algebrique les nombres complexes suivants 

2in ,7i 7 in / in\ / 3in\ 



2 in .n _7_ in / in\ / 3in\ 

z 1 — 2e 3 ; z 2 = v2e l 8 ; z 3 = 3e 8 ; z 4 = I 2e+ j I e T" j ; 

in_ 

T / .7T\ / 5l7T\ 

U^> z 6 — (2e l 3 J ^3e 6 j ; z 7 = 



in 

2eT 



in 

2e"3~ 



z 5 = 



_ 3t7T ' 

e 4" 



_ Sin 

3e ”6” 



z 8 , le nombre de module 2 et d’ argument 

n 

z 9 le nombre de module 3 et d’ argument — . 

8 



Allez a : Correction exercice 3 : 



Exercice 4 : 

1. Mettre sous forme trigonometrique les nombres complexes suivants, ainsi que leur conjugues : 

4 

z x = 3 + 3 i) z 2 — —l — iV3) z 3 = — — i; z 4 = — 2; z 5 = e ld + e 2W , 0 6]— 7r,7r[ 

3 id 

Pour z 5 , factoriser par e~ 

, — , — 1 + iv/3 

z 6 = 1 + i; z 7 = 1 + i V3; z 8 = V3 + i; z 9 = — — z 10 = 1 + e ty , 0 G] — 7r,7r[ 



V3- 



ie 



Pour z 10 , factoriser par e 2 

2. Calculer le module et un argument des nombres complexes suivants, ainsi que de leur conjugues. 
z 1 = l + i(l + V 2 ); z 2 - J 10 + 2V5 + i(l - V5); z 3 - ZZ~7~\ 1 7 > z 4 ~ 



tan(<p) + i 



1 + itan(0) 



Indication : 

Ecrire z x sous la forme a(e l9 + e 2t0 ) 
Calculer z| 

3. Calculer 



1 





'1 + iV 3\ 



2010 



Allez a : Correction exercice 4 : 



Exercice 5 : 

Effectuer les calculs suivants : 

1. (3 + 2i)(l-3i) 

TC 

2. Produit du nombre complexe de module 2 et d’ argument - par le nombre complexe de module 3 et 
d’ argument — 

TC 

3. Quotient du nombre complexe de modulo 2 et d’ argument - par le nombre complexe de module 3 et 

d’ argument — p-. 

Allez a : Correction exercice 5 : 

Exercice 6 : 

Etablir les egalites suivantes : 

1. 

(cos© + ista 9) (^T^) < 1 + ') = ^( cos (^) + isin (ij)) 

(1 - 0 (cos (!) + i sin 9) (V3 - i) = 2 V 2 (cos (^) - i sin (^)) 

3. 

V2 (cos (-^) + i sin (^)) _ V3 - i 

lTi “ 2 

Allez a : Correction exercice 6 : 



Exercice 7 : 

Soit 



it = 1 + i et v — —1 + iV3 



1. Determiner les modules de it et v. 

2. Determiner un argument de it et un argument de v. 

3. En deduire le module et un argument pour chacune des racines cubiques de it. 

4. Determiner le module et un argument de \ 

5. En deduire les valeurs de 



Allez a 



: Correction exercice 7 : 




Exercice 8 : 

Calculer le module et un argument de 

V6 — i^^2 



n = 



En deduire le module et un argument de 



Allez a : Correction exercice 8 : 



et v — 1 — i 



2 






Exercice 9 : 

Effectuer les calculs suivants en utilisant la forme exponentielle. 



1 = *2 = ^3 = (1 + ; V 3) 4 ^4 = (1 + W 3) 5 + (1 - iV 3 ) 5 ; 



'1 + i 



Allez a : Correction exercice 9 : 



z 5 = 



1 + iV3 V6 - iV2 

V3 + i ;Z6_ 2 — 2i 



Exercice 10 : 

Calculer les racines carrees des nombres suivants. 

z x = — 1; z 2 — U z 3 = 1 + i; z 4 = — 1 — i; z 5 = 1 + iv/3; 
z 6 = 3 + 4i; z 7 = 7 + 24i; z 8 = 3 — 4i; z g = 24 — lOt 



Allez a : Correction exercice 10 : 



Exercice 11 : 

1. Calculer les racines carrees de En deduire les valeurs de cos et sin 

2. Calculer les racines carrees de En deduire les valeurs de cos (— ) et sin f— Y 

2 \ 12 / \ 12 / 



Allez a : Correction exercice 1 1 : 



Exercice 12 : 

Resoudre dans C les equations suivantes : 



1 . 

2 . 

3. 

4. 

5. 

6. 4z 2 — 2z + 1 = 0. 

7. z 4 + 10z 2 + 169 = 0. 



z 2 + z + 1 = 0. 

z 2 - (5 i + 14)z + 2(5 i + 12) = 0. 
z 2 — y[3 z — i — 0. 
z 2 — (1 + 2 i)z + i — 1 = 0. 
z 2 — (3 + 4 i)z — 1 + 5i = 0. 



4 + 2z 2 +4 = 0. 



8. z 

9. x 4 - 30x 2 + 289 = 0. 

10. x 4 + 4x 3 + 6x 2 + 4x — 15 = 0. 

11. z 3 + 3z — 2i = 0. 

12. z 2 — (1 + a)( 1 + i)z + (1 + a 2 )i = 0. 

13. iz 2 + (1 — 5 i)z + 6i — 2 = 0. 

14. (1 + i)z 2 — (3 + i)z — 6 + 4i = 0. 

15. (1 + 2 i)z 2 - (9 + 3i)z - 5i + 10 = 0. 

16. (1 + 3i)z 2 - (6 i + 2)z + lli -23 = 0. 



Allez a : Correction exercice 12 : 



Exercice 13 : 

Resoudre 1’ equation : 



Allez a : Correction exercice 13 : 



Z 4 + (3 - 6 i)Z 2 - 8 - 6i = 0 



Exercice 14 : 

(1 - i)X 3 - (5 + i)X 2 + (4 + 6 i)X - 4i = 0 

1. Montrer que cette equation admet une racine reelle. 

2. Resoudre cette equation. 
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Allez a : Correction exercice 14 : 



Exercice 15 : 

Resoudre dans C l’equation 



z 6 — iz 3 — 1 — i — 0 

Indication : Poser Z — z 3 et resoudre d’abord Z 2 — iZ — 1 — i — 0. 



Allez a : Correction exercice 15 : 



Exercice 16 : 

Soit (E) 1’ equation 

X 4 - 3X 3 + (2 - i)X 2 + 3X -3 + i = 0 

1. Montrer que (E) admet des racines reelles. 

2. Resoudre (E). 

Allez a : Correction exercice 16 : 



Exercice 17 : 

1. Resoudre X 3 — —2 + 2 i 

2. Resoudre Z 3 = —8 i 

3. Resoudre 

1 

-Z 6 + (1 + 3i)Z 3 + 8 + 8i = 0 

On rappelle que V 676 = 26. 

Allez a : Correction exercice 17 : 



Exercice 18 : 

Soit l’equation z 3 — iz + 1 — i — 0 

1. Montrer que (E) admet une racine reelle. 

2. Determiner les solutions de (E). 



(£) 



Allez a : Correction exercice 1 8 : 



Exercice 19 : 

Soit (E) l’equation 

X 4 - (3 + V3)X 3 + (2 + 3V3 - i)X 2 + (— 2x/3 + 3 i)X - 2i = 0 

1. Montrer que (E) admet des racines reelles. 

2. Resoudre (E). 



Allez a : Correction exercice 19 : 



Exercice 20 : 



1 . 

2 . 

3. 

Allez a 



Soit z — V 2 + a/ 3 + iV 2 — V3 

Calculer z 2 , puis determiner le module et un argument de z 2 , puis ecrire z 2 sous forme trigonometrique. 
En deduire le module et un argument de z. 

En deduire cos et sin 
: Correction exercice 20 : 



Exercice 21 : 

1. Donner les solutions de : 



it 4 = —4 



4 






Sous forme algebrique et trigonometrique. 

2. Donner les solutions de : 

(z + l) 4 + 4(z - l) 4 = 0 

Sous forme algebrique. 

Allez a : Correction exercice 21 : 



Exercice 22 : 

1. Donner les solutions complexes de X 4 — 1. 

2. Resoudre X 4 — — - — i — 

2 2 

3. Resoudre X 8 + (-- + i — ) X 4 — i — — 0 

V 2 2 ) 2 2 

Allez a : Correction exercice 22 : 



Exercice 23 : 

Ecrire sous forme algebrique et trigonometrique le nombre complexe 

/I + i - V 3(1 - i)\ 2 



Allez a : Correction exercice 23 : 



Exercice 24 : 



1 . 

2 . 

3. 



Determiner le module et un argument de — , calculer 
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Determiner le module et un argument de 1 + iV3, calculer [1 + i\3) 

Calculer les puissances n-ieme des nombres complexes. 

1 + iV3 l + itan(0) 

zi= 1 + i ; z 2 = l + z 3 = l _ itan ( 6 y z 4 = 1 + cos(0) + i sin(0) 



Allez a : Correction exercice 24 : 



Exercice 25 : 

Comment choisir l’entier naturel n pour que (V3 + i) soit reel ? Imaginaire ? 
Allez a : Correction exercice 25 : 



Exercice 26 : 

Soit z un nombre complexe de module p et d’argument 6, et soit z son conjugue. Calculer 



(z + z)(z 2 + z" 



) ... (z» + Z n ) 



En fonction de p et 6. Et de cos(0) cos(20) ... cos(n0) 



Allez a : Correction exercice 26 : 



Exercice 27 : 

1. Pour quelles valeurs de z G C a-t-on |1 + iz| = |1 — iz| 

2. On considere dans C 1’ equation 

1 + iz\ n 1 + ici 

z =z aER 

1 — iz) 1 — m 

Montrer, sans les calculer, que les solutions sont reelles. Trouver alors les solutions. 

3. Calculer les racines cubiques de 
Allez a : Correction exercice 27 : 
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Exercice 28 : 

Resoudre dans C 1’ equation 



Allez a : Correction exercice 28 : 



Exercice 29 : 

Resoudre dans C 1’ equation 



Allez a : Correction exercice 29 




= 1 



4 

Z = 



-i—L) 



Exercice 30 : 

1. Determiner les deux solutions complexes de u 2 — —2 + 2iV3. 

2. Resoudre 




-2 + 20/3 



On explicitera les solutions sous forme algebrique. 
Allez a : Correction exercice 30 : 



Exercice 31 : 

Resoudre dans C 




= -8 



On donnera les solutions sous forme algebrique. 



Allez a : Correction exercice 3 1 : 



Exercice 32 : 



On 

1 . 

2 . 

3. 

4. 

5. 

6 . 

Allez a 



appelle j — — ^ + i 

Resoudre dans C, l’equation X 3 — 1 (donner les solutions sous forme algebrique et trigonometrique) 

Montrerque j — j 2 

Montrerque j~ l — j 2 

Montrer que 1 + j + j 2 — 0 

Calculer — . 
i+; 

Calculer j n pour tout nEN. 

: Correction exercice 32 : 



Exercice 33 : 

Resoudre dans C l’equation 

z 3 =i(-i + 0 

Et montrer qu’une seule de ces solutions a une puissance quatrieme reelle. 



Allez a : Correction exercice 33 : 



Exercice 34 : 

1. Donner les solutions complexes de A 4 = 1. 



6 







2. Resoudre X 4 = — - — i — 

2 2 

3. Resoudre X 8 + (--+ i—)x 4 --- i— = 0 

V 2 2 ] 2 2 

Allez a : Correction exercice 34 : 

Exercice 35 : 

Trouver les racines cubiques de 11 + 2 i. 

Allez a : Correction exercice 35 : 



Exercice 36 : 

Calculer 



1 + iV3 
2 

V2(l + 0 

2 

Algebriquement, puis trigonometriquement. En deduire cos sin (~~j, tan et tan (““)■ 



Allez a : Correction exercice 36 : 



Exercice 37 : 

Trouver les racines quatrieme de 81 et de —81. 
Allez a : Correction exercice 37 : 



Exercice 38 : 



Soit n > 2, un entier. 



1 . 



a. Determiner les complexes qui verifient z 2n 

b. Determiner les complexes qui verifient z n ■ 



2. Calculer la somme des complexes qui verifient z n 



Allez a : Correction exercice 38 : 




Exercice 39 : 

1. Soient z lt z 2 , z 3 trois nombres complexes ayant le meme cube. 

Exprimer z 2 et z 3 en fonction de z x . 

2. Donner, sous forme polaire (forme trigonometrique) les solutions dans C de : 



? 6 + (7 



i)z 3 — 8 — 8i = 0 



Indication : poser Z — z 3 et calculer (9 + i). 



Allez a : Correction exercice 39 : 



Exercice 40 : 

Determiner les racines quatrieme de —7 — 24i. 



Allez a : Correction exercice 40 : 



Exercice 41 : 

Resoudre les equations suivantes : 

1 + iV 3 1 - i 

z 6 — ; z 4 = ; 

1 — iV 3 ’ 1 + iv/3 ’ 

Allez a : Correction exercice 41 : 



z 6 + 27 = 0; 27 (z - l) 6 + (z + l) 6 = 0 
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Exercice 42 : 

Resoudre dans C : 

1. z 5 = 1 

2. z 5 = 1 - i 

3. z 3 = 2 - 2i 

4. z 5 — z 



Allez a : Correction exercice 42 : 



Exercice 43 : 

1. Calculer les racines n-ieme de — i et de 1 + i. 

2. Resoudre z 2 — z+1 — i — 0. 

3. En deduire les racines de z 2n — z n + 1 — i — 0. 



Allez a : Correction exercice 43 : 



Exercice 44 : 

1. Montrer que, pour tout n £ N* et pour tout nombre z G C, on a : 

(z — 1) (1 + z + z 2 + — f z n_1 ) — z n — 1 
Et en deduire que si z A 1, on a : 

z r 



’ n -l 



z — 1 



1 + z + z 2 + ••• + z n 1 = 

■ — 1 /^\ 

2. Verifier que pour tout x G M, on a e“ — 1 = 2ie 2 sin ( - 

3. Soit n£i*. Calculer pour tout x 6 11a somme : 

Z n = 1 + e ix + e 2ix + - + e (n “ 1)iz 

Et en deduire les valeurs de 

X n — 1 + cos(x) + cos(2x) + — I- cos((n — l)x) 
Y n — sin(x) + sin(2x) + — I- sin ((n — l)x) 



Allez a : Correction exercice 44 : 



Exercice 45 : 

Soit a££ \ {1} une racine cinquieme de 1, done a s — 1. 

1. Quelles sont les 4 complexes qui verifient ces conditions ? 

2. Montrer que 1 + a + a 2 + a 3 + a 4 — 0 

3. Calculer 1 + 2 a + 3 a 2 + 4a 3 + 5a 4 

Indication : On calculera de deux fag on differente la derivee de la fonction / definie par 

/(x) = 1 + x + x 2 + x 3 + x 4 + x 5 
On donnera le resultat sous forme algebrique. 



Allez a : Correction exercice 45 : 



Exercice 46 : 

Soit e une racine n-ieme de l’unite, e A 1 ; calculer 

S — 1 + 2e + 3e 2 + — I- ne n_1 



Allez a : Correction exercice 46 : 



Exercice 47 : 

Resoudre dans C, l’equation (z + l) n — (z — l) n . 



Allez a : Correction exercice 47 : 
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Exercice 48 : 

Resoudre dans C, l’equation z n — z ou n > 1. 



Allez a : Correction exercice 48 : 



Exercice 49 : 

Soit P G C tel que /? 7 = 1 et /? A 1. Montrer que 

P + P 2 



+ 



1 + p 2 1 + /? 4 1 + p 



- -2 



Allez a : Correction exercice 49 : 



Exercice 50 : 

Lineariser : 

A(x) — cos 3 (x) ; B(x) = sin 3 (x) ; C(x) = cos 4 (x) ; D(x) = sin 4 (x) ; F(x) = cos 2 (x) sin 2 (x) ; 
F(x) = cos(x) sin 3 (x) ; G(x) = cos 3 (x) sin(x) ; H(x) — cos 3 (x) sin 2 (x) ; 

/(x) = cos 2 (x) sin 3 (x) ; /(x) = cos(x) sin 4 (x) 



Allez a : Correction exercice 50 : 



Exercice 51 : 

1. Determiner l’ensemble des complexes z tels que f 1 soit reel. 

1— Z 

2. Determiner l’ensemble des complexes z tels que — — soit imaginaire pur. 



l-z 



Allez a : Correction exercice 5 1 : 



Exercice 52 : 

1. Montrer que (1 + i) 6 — — 8i 

2. En deduire une solution de l’equation (F) z 2 = — 8i. 

3. Ecrire les deux solutions de (F) sous forme algebrique, et sous forme exponentielle. 

4. Deduire de la premiere question une solution de l’equation (F 0 ) z 3 = — 8i. 

Allez a : Correction exercice 52 : 



Exercice 53 : 

Soit /: C C definie par /(z) = z(l — z) 

1. Determiner les points fixes de / c’est-a-dire resoudre /(z) — z. 

2. Montrer que si z — j alors |/(z) — ^-| < j 

Indication : z(l — z) = (z — Q — z) + ^ 

Allez a : Exercice 53 : 



Exercice 54 : 

Posons E — C \ {— i}. Soit /: E C \ {1} l’application definie pour tout z G F par 



/O) = 



1. Montrer que l’application est injective. 

2. Montrer que pour tout z G F on a /(z) A 1. 

3. Demontrer l’egalite 



z — i 
z + i 



Que peut-on en deduire sur /. 
4. Soit z G F. Montrer que 



/(F) = C\{ 1} 

Jm(z) 



l-|/(z)| 2 =4- 



|z + i| 2 

5. Notons XI l’ensemble des complexes de module 1. Montrer que l’on a 

/(E) = U \ {1} 
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Allez a : Correction exercice 54 : 



CORRECTIONS 

Correction exercice 1 : 

| cl | — | 3/(2 + 0(4 + 20(1 + /) | = | 3 i | x | 2 + i | x | 4 + 2/ 1 x 1 1 + i | 

2 

= 3 x V2 2 + l 2 x 2 x | 2 + i | x Vl 2 + l 2 = 6 (V 2 2 + l 2 ) x V2 = 6 x 5V2 
= 3(h/2 

arg(a) = arg(3/(2 + 0(4 + 20(1 + 0) = arg(3/) + arg(2 + /) + arg(4 + 2/ ) + arg(l + /) + 2/czr 

= — + arg(2 + 0 + arg(2(2 + 0) + 7 + 2kn 
Z 4 

3n 3n 

— — + arg(2 + 0 + arg2 + arg(2 + 0 + 2 kn — — + 2 arg(2 + 0 + 2kn 
4 4 

22 11 

Soit 9 un argument de 2 + /, cos(0) = ^== = et sin(0) = done cos(0) = cos(0 o ) et 

sin(0) = sin(0 o ), on en deduit que G — 0 O + 2 kn 
Par suite 

3n 



arg(a) = 1- 20 o + 2kn 

4 



b = 



1 (4 + 2/)(— 1 + /) 




4 + 2/ 


X 




- 1 + / 1 


' (2-/)3/ 




2 - 


/ 


X 


3/ 





V 2 2 + (-1) 2 x 3 



V5 x 3 



2V2 



3tc tc 

arg (b) — arg(4 + 2i) + arg(— 1 + 1 ) — arg(2 — 0 — arg(30 + 2kn — 9 0 + — — (— G 0 ) — — + 2kn 

4 Z 

— — + 29q + 2ku 
4 



Allez a : Exercice 1 : 



Correction exercice 2 : 



3 + 6i (3 + 60(3 + 40 9 + 12i + 18i - 24 -15 + 30i 3 6 

Z 1 — — — Z x — . 7 — = — = — = — — + - i 



3-4 i 
2 



3 2 + (—4) 2 
2 

i\ 



2 — i) V 2 2 + (— l) 2 7 V 2 2 + (-l) 2 



25 

2 



25 



_ ^1 + _ ^(1 + 0(2 + 0^ _^2 + t + 2t- i y_^ 1 + 3 i^ 2 1 + 6i — 9 8 + 6 . 



25 



5 5 

8 

25 ' 25 



Autre methode 



1 + i\ 2 (1 + 0 2 1 + 21 — 1 2 i 2/(3 + 40 6/ -8 
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z 3 = 



Z2 ■■ 1 (2 — 0 2 4-4/- 1 3 - 4/ 3 2 + (— 4) 2 25 25 + 25 l 

2 + 5/ 2-5/ (2 + 5/)(l + 0 + (2-5/)(l-/) 2 + 2/ + 5/ -5 + 2- 2/ -5/ -5 



1 — / + 1 + / 



(1 — 0(1 + 0 



l 2 -/ 2 



= -2 = - 3 



Autre methode 



2 + 5/ 2 — 5/ 2 + 5/ 2 + 5/ 



z 3 = 



+ 



+ 



1 — / 1 + i 1 — / 1 — / 



— 232e 






10 



Or 



Done 



Za. = 



2 + 5/ _ (2 + 5i)(l + 0 _ 2 + 2i + Si - 5 _ -3 + 7i _ 3 7. 

1-i l 2 + (-l ) 2 2 " 2 ~~ _ 2 + 2 l 

Z3 = 2 x (-|) = -3 

5 + 2i (5 + 20(1 + 20 5 + 10Z + 2Z-4 -1 + 12i 1 12. 



1 - 2i l 2 + (— 2) 2 

3 



— S + T 1 



Z 5 



Autre methode 



Ou encore 



1 ,V3 

2 + l T 



=(-++)' (+*=(+ 



V3\ / V3> 

2 ) + ( l 2 ; 



1 1 ,V3 3 / 3\ ,3V3 1 ,3V3 9 ,3V3 

— + 3 x — x i — — — x ( — 7 1 — i — — — — — — + i — — — 1-77 — i — — — — 1 
8 4 2 2 \ 4/ 8 8 8 8 8 






,2m _ 



= 1 



z 5 — j 3 — 1 

_a + o 9 

Zfi (l - 0 7 _ 

On peut toujours s’amuser a developper (1 + i) 9 et (1 — i) 7 mais franchement ce n’est pas une bonne 
idee. 



z 6 



(1 + O' 

(1 



+ 0 9 , ? (1 + i) 7 _ /I + i\ 7 /(I + i)(l + i)\ 

— =( 1 + 0 (T— )7=( 1 + i ) (— ) =(l + 2i-l)( 12 + ( _ 1)2 ) 



/I + 2i — 1\ 7 2i(2i) 7 2 8 i 8 

= 2^ ( 2 ) = — = 2i = 2 



Autre methode 



z 6 = 




2 7 



2 7 



7 / . \ 7 7j\ 7 .77T 



(V?) ( e ‘ T ) - = 2 (! ‘(t+t) = 2e ^ = 2 g4ijt 



Z 7 = - 



2(l + iV3) 2(1 + iV3) 



,V3 



Autre methode 



1 — i V3 12 + (_V3) 
2 1 



i-iV3 1 , ,V3 ; ; 

1 



2 1 2 



1 ; 2 2 1 V3 

= 7 = 7 = 



2 + l '2 



z 8 



1111 1-i 

= - x = - X 



(1 + 20(3-0 3-i + 6i + 2 5 + 5i 5 1 + i 5 l 2 + l 2 10 10 

1 + 2i (l + 2i)(l + 2i) (l + 2i) 2 1 + 4i — 4 3 4. 



z 9 = 



1 — 2t 



l 2 + (— 2) 2 



= “5 + 5 i 



Allez a : Exercice 2 : 



Correction exercice 3 : 
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,V3> 



Zl = 2 (COS (y) + f Sin (y )) = 2(-i+iyj = -l + iV3 

z 2 = a/2 (cos Q + i sin Q) = V2 cos Q + i V2 sin Q 

7in ( ( 7n\ ( 7n\\ ( 7n\ ( 7n\ 

z 3 = 3e 8 = 3 ( cos (-y j + isin^-— JJ = 3 cos J - 3isin ^— J 

— 3 cos (n — — ) — 3 i sin (n — — ) = —3 cos (— — j — 3 i sin (— — ) 



= - 3 c ° s y + 3i sin y 

i 7 T \ / _2irc\ .(tc 3tt\ 

Z4 = (2e4)(e 4 ) = 2e l V4 4) = 2e l 2 = —2i 



.71 
- Itt 



z 5 = 



2e 4 

3 in 

e 4 



.rn 3n\ 

= 2e A4 + ~4"y = 



2e t7r = -2 



^6 



7t7T 



( E\ / Siti \ .rn 5n\ 

2e l 3 J ( 3e 6 j = 6ev3 + 6 J = 6e 6 = 6 ( cos | — | + i sin 
= -3 a/ 3 - 3 i 



77T\ 
6~ / 



7jtv\ / 4 1. 



in 

2e"3" 2 .YJr 5 tt\ 2 8i7T 2 4i7T 2/1 a/3\ 1 a/3 

z 7 = y = -el3 6i=-e 6 =— e3 = — i — = i — 

7 -IdZE 3 3 3 3 V 2 2 / 3 3 

3e 6 v 7 

z 8 = 2e l 3 = 2 (cos (|) + i sin (|)) = 2 ^ + i = 1 + iV3 

z g = 3e -t 8 = 3 (cos(— — j + isin(— — = 3 cos (— j — 3isin(— j 
A moins de connaitre cos (^ et sin (^ on ne peut pas faire mieux. 



Allez a : Exercice 3 : 



Correction exercice 4 : 

1. Zi = 3(1 + i) done |zj = 3|1 + i\ = 3 x Vl 2 + l 2 = 3x/2 
Si on ne met pas 3 en facteur 

|zj = -/ 3 2 + 3 2 = V9 + 9 = Vl8 = V 3 2 x 2 = 3 a/2 

C’est moins simple. 

On appelle un argument de z x 

fn , 3 1 V2 , 3 1 V2 

cosC^iJ = — — = — = — et sinC^y = — — = — = — 



3a/2 V2 2 

.TC 

t z x = 3V2e l 4, ei 
Autre methode (meilleure), on met le module en facteur 



3a/2 V2 2 



Done 9 1 =- + 2 kn, k 6 TL et z x = 3V2e l 4, et z-l = 3-\/2e l 4 

4 



Zi = 3 V 3 ()f + ' = 3 V 7 (t + f t) = 3VI ( cos (?) + f sin 0 ) = 3V3e ‘* 

|z 2 1 = J (— l) 2 + (— V3) — y[A — 2, soit 0 2 un argument de z 2 

1 V3 

cos(0 2 ) = - - et sin(0 2 ) = - — 



4n 



Done Q 2 — — + 2 kn, k G TL et z 2 = 2e 3 = 2e 3 
Autre methode (meilleure), on met le module en facteur 
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, ( 1 ,V 3 \ / /4tt 

Z2 = 2 [~2~ l T = 2|cos 



2t7T 



\ /47T\\ liZE 

j + i sin ( — I ) = 2 e 3 = 2 e 3 



3 JJ 



2 in 

Etz^ = 2e~ 

Pour z 3 la determination du cosinus et du sinus n’est pas une bonne methode. 

4 A .n 

z 3 =--i = --e '2 
3 3 3 

4 

Cette fonne n’est pas la forme trigonometrique car — - est negatif, ce n’est done pas le module, mais 

4 • 4 ,YZE_i_ 77 A 4 4 _ HE 

— 1 = e t7r , done z 3 = -e ln e 2 = -g U + J — -e 2 = -e 2 . 

15 3 3 33 

3 in in 

On aurait pu directement ecrire que —i — e~ — e ~. 

4 in 

Et z 3 — - e 2 

J 3 

Pour z 4 la detennination du cosinus et du sinus n’est pas une bonne methode. 

z 4 = — 2 = 2e in 

Et z7 = e~ in — e m 



C’est plus dur 



3 w / ,e 

z 5 = e ld + e 2W = e 2 



f Q\ 3 W_ 
e~ 



( 3££ / G\ (V\ 

( e 2 + e 2 J — e 2 x 2 cos ( — 1 = 2 cos ( — 1 1 

Comme —n <6 < n, — ^ par consequent cos (0 > 0, ce qui signifie que 2 cos (0 est bien le 

module. 

Et z^ = 2 cos (0 e ~ — 

|z 6 | = Vl 2 + l 2 = V2, soit 0 6 un argument de z 6 



. 1 V 2 

co s ( fl2 )=- = T 

Done d 6 — - + 2 /c 7 t, k £ Z et z 6 = 2 e l 4 



. 1 V 2 

et sin(0 2 ) = — = — 



Autre methode (meilleure), on met le module en facteur 
Et z^ = 2e~ l 4 



= ^ + ' = ^ (t ' + ' t) = 2 ( cos (?) + ‘ sin (?)) = 2e ' ? 



|z 7 | = l 2 + (V 3 ) = a/ 4 = 2, soit 0 7 un argument de z 7 



1 V 3 

cos( 0 7 ) = - et sin( 0 7 ) = — 



Done d 7 — - + 2kn, k £ Z et z 7 = 2e 3 



Autre methode (meilleure), on met le module en facteur 

' 1 .V: 

.2 + 1_ 2 

in 

Et z7 = 2e - ’3“ 



z 7 = 2 + i -y) = 2 (cos (0 + i sin ( 0 ) = 2 e 3 



|z 8 | = J (V 3 ) + l 2 = V 4 = 2 , soit 0 8 un argument de z 8 

V 3 



cos( 0 8 ) = 



et sin( 0 8 ) = 
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Done 0 8 = - + 2kn, k 6 TL et z 8 = 2e 6 
Autre methode (meilleure), on met le module en facteur 

28 = 2 (t + 4) = 2 ( cos (?) + ' sin (?)) = 2ef 



Premiere methode 



. _ 1 + iV3 1 , , V3 ,-Tr 

1 + 2 2 1 2 e 3 

V3-i ~~ V3-i _ V3 ,1 _ 

2 2 1 2 



3 .71 .71 ,7T 

— = e l 3e l 6 = e l 2 
in 



Deuxieme methode 



1 + iV3 (1 + iV3)(V3 + i) VI + i + 3i — VI 4i ^ 

z 9 = — — = 5 = — - i - e 2 

V3 -i (V3) +1 2 4 4 



C’est plus dur 

10/ _:0_ :0\ id ( 0\ (0\ id 

z 10 = 1 + e w = e 2 2 + e 2 J = e 2 x 2 cos J - 2 cos J e 2 

Comme — 7r <0 < n, — ^ ^ ^ par consequent cos (0 > 0, ce qui signifie que 2 cos (0 est bien le 



module. 



Et z 10 = 2 cos (0 e 2 
2. Faisons comme d’habitude 



|zj = l 2 + (l + VI) = Jl + 1 + 2V2 + (V2) = J 4 + 2 V 2 



Soit 0 -l un argument de z x 



005(0!) = 



et sin^) 



1 + VI 
4 + 2V2 



V 4 + 2 V 2 V 4 + 2 V 2 

L’ennui c’est que l’on ne connait pas d’angle dont le cosinus et le sinus valent ces valeurs. 
II faut etre malin. 

. . .r. . . . . nz. rzzf'Jl . .V2\ . /nr w 



z x = 1 + i(l + VI) = 1 + i + Vli = VI + i — j + Vli = VI^e4 + e 2 j 

3in / in in\ 3 in /7T\ 3 m 

- yJ2e~8~ ( e - "8" + e"8j = yJ2e~^~ x 2 cos (— ) = 2 Vicos ( — ) e~s 
2 Vicos (0 > 0 done 0 X = ^ + 2/ot, k E TL et \z ± \ — 2 Vicos (0 



Remarque : 



2 Vicos Q = J 4 + 2 V 2 



Le module de z x est aussi 2 VI cos f-) = V 4 + 2 VI et un argument est — — . 



Faisons comme d’habitude 



z 2 = JlO + 2V5 + i(l-V5) 



| z 2 1 — J^JlO + 2Vlj + (l - V5) 2 = JlO + 2V5 + 1 - 2V5 + (V5) 2 = Vl6 = 4 



Soit 0 2 un argument de z 2 



. .10 + 2V5 _ 1-V5 

cos(0 2 ) = et sin(0 2 ) = — - — 

L’ennui c’est que l’on ne connait pas d’angle dont le cosinus et le sinus valent ces valeurs. 
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Calculons zf 



Zo = 



10 + 2 V 5 + i(l - V 5 ) 



+ 



(^JlO + 2 V 5 J + 5 ^JlO + 2V5 j i(l - V5) + lO^JlO + 2V5^ (i(l-V5))' 
10 ^JlO + 2 V 5 J (i(l - V5)) 3 + 5^10 + 2V5 (i(l - V5)) 4 + (i(l - V5)) 5 



= (10 + 2 V 5 ) JlO + 2 V 5 + 5 i(l 0 + 2 V 5 ) (l - V 5 ) 



- 10(10 + 2 V 5 )(l -V 5 ) 10 + 2 V 5 - 10 i(l 0 + 2 V 5 )(l - V 5 )' 



+ 5 JlO + 2 V 5 (l-V 5 ) + i(l — V 5 ) 



= JlO + 2 V 5 ((10 + 2 V 5) 2 - 10(10 + 2 V 5 )(l - V 5) 2 + 5(1 - V 5 ) 4 ) 
+ i( 1 - V 5 ) ( 5(10 + 2 V 5) 2 - 10(10 + 2 V 5 )(l - V 5) 2 + (l - V 5 ) 4 ) 



(10 + 2V5) 2 - 10(10 + 2V5)(l - V5) 2 + 5(1 - V5) 4 

= 100 + 40V5 + 20 - 10(10 + 2V5)(l - 2V5 + 5) 

+ 5 (l - 4V5 + 6 x (V5) 2 - 4(V5) 3 + (V5) 4 ) 

= 120 + 40V5 - 10(10 + 2a/5)(6 - 2V5) + 5(56 - 24V5) 

= 120 + 40V5 - 10(60 - 20V5 + 12V5 - 20) + 280 - 120V5 = 0 
5(10 + 2V5) 2 - 10(10 + 2V5)(l - V5) 2 + (l - V5) 4 

= 5(100 + 40V5 + 20) - 10(10 + 2V5)(l - 2V5 + 5) 

+ (l - 4V5 + 6 x (V5) 2 - 4(V5) 3 + (V5) 4 ) 

= 600 + 200V5 - 10(40 - 8V5) + 56 - 24V5 = 2566 + 256a/5 
= 256(1 +V5) 

zf = 256i(l - V5)(l + V5) = 256 i x (-4) = -2 10 i 

in 

Ensuite il faut trouver les solutions deZ 5 = — 2 10 i = 2 10 e~~ 

|Z 5 | — 2 10 ( |Z| = 2 2 

arg(Z 5 ) = — — + 2kn ^ (5 arg(Z) = — — + 2kn 

\Z\=4 
TC 2 kiz 

arg(Z) = - — + — , k G (0,1, 2, 3, 4} 

. re 3 in 7 in Hire lSin 

Z 0 = 4e 1 10 ; Z 1 = 4eT0"; Z 2 = 4eTo"; Z 3 = 4e^o“;Z 4 - 4e^o“ = -4 i 
Parmi ces cinq complexes, le seul qui a une partie reelle positive et une partie imaginaire 

. n . n 

negative est 4e _t io d’ou z 2 = 4e _t io done un argument de z 2 est — — • 

7 1 

Le module de z 2 est 4 et un argument est — . 




—2 10 i = 2 10 e~ 
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z 3 = 



tan (<p) — i (tan(<p) — i)(tan(<p) — i) tan 2 (<p) — 2 i tan(<p) — 1 



tan(<p) + i 



tan 2 Op) + l 2 



co s 2 (cp) 



— cos 2 (<p) (tan 2 (<p) — 1) — 2i co s 2 (<p) tan(<p) 

/sin 2 (<p) \ sin (<p) 

= cos \(p) — TT^~ 1 ~ 2lc °s W ) — TT 
\cos 2 (<p) J co s(<pj 

= — (co s 2 (<p) — sin 2 (<p)) — 2isin(<p)cos(<p) = — cos(2 cp) — isin(2<p) 

= — (cos(2 cp) + isin(2(p)) = e in e~ 2l(p = e l ^ n ~ 2(p ^ 

Le module de z 3 est 1 et un argument est n — 2cp 

Autre methode 

. sinQp) 



z 3 



tan(<p) — i i(tan(<p) — i) itan(<p) + 1 1 cos(<p) + ^ i sin(<p) + cos(<p) 

tan(<p) + i i(tan(<p) + i) itan(<p) — 1 . sin (cp) i sin(<p) — co s(<p) 

l cos(( p) L 

cos((p) + isin((p) e l(p n . . n . . 

_g2l(p gift g2l(p _ gt(7T+2(p) 

g-t<p 



— (cos(<p) — isin(<p)) 
Un argument de z^ est — 7r — 2<p 

1 1 

z 4 = 



cos(0) 



cos(0) 



l + itan(0) 1 . sin(0) cos(0) + i sin(0) e 

1 cos (0) 



w 



— cos(0 ) e 



-id 



Si 0est tel que cos(0) > 0 alors |z 4 | = cos(0) et un argument de z 4 est —6 
Si 0est tel que cos(0) < 0 alors |z 4 | = — cos(0) et un argument de z 4 est —6 + n 



3. On sait que j 



2 _ _ i _ ; -H i , ; - _;2 



i — done - + i — — —j‘ 

2 2 2 2 J 



'1 + iV Tj 



2010 



_ ^ y 2^2010 _ Q-2^2010 _y 4020 _ y 3 Xl 3 40 _ Q-3^1 3 40 _ ^1340 _ ^ 



Allez a : Exercice 4 : 



Correction exercice 5 : 

1. (3 + 2i)(l - 30 = 3 - 9i + 2i - 6i 2 = 3 - 7i + 6 = 9 - 7i 

2 . 



3. 



Allez a : Exercice 5 : 



2e% x 3e l 



3c' Hr) 



. f 5 n\ .(n Sn\ . f n\ 

U 6 ) = 6e l v3 6 J = 6 e l v 2 ) = -6i 

2e t 3‘ 2 :E *iE 2 :( n . Sn \ 2 ZiU 

— = -e3e6 = -e “ 3 6 ) = -e 6 

5 ^ 3 3 



Correction exercice 6 : 



1. 



frt\\ /I - iV 3^ 
,73 ' A7//V 2 j 



(cos (2) + i sin 9) 



.71 .71 



V2 . V2 n 
2~ + l T 

57T 



.71 .71 .71 



(1 + 0 — ^ l 7e l 3V2 — + i— =V2e l 7e l 3e l 4 



= V2e l (7 3 + 4) = V2e l ( 84 84 + 84 ) = V2e84 = V 2 (cos + i sin ( 



^57T 

v84 



2 . 
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13t7T 

60 



(1 - 0 (cos (|) + i sin @) (V3 - 0 = V2 {^- - i (cos Q + i sin (|)) 2 ^ 

.71 .77 .71 ./ IT IT TT\ .( 157T 127T 1077 ^ 

= 2V2e l 4e l 5e l 6 = 2V2e l v 4 + s 67 = 2V2e l v 60 + 60 60 7 = 2V2e 
= 2V2( c ° S (^)-ism(^)) 

V2 (cos (i) + / sin (£)) _ cos (£) + i sin (£) = cS = = = ^ 



1 + t V2 V2 . 

2 + 2 1 
/7T\ /7T\ V3 1 

= cos(-)-tsin(-)=---t 



Allez a : Exercice 6 : 



in 

eT 



Correction exercice 7 



1. |u| = Vl 2 + l 2 = V2 et |v| = J(-l) 2 + V3 = 2 

2 . 



Done un argument de u est 



^ — . 277 

Done un argument de i? est — . 






/ 1 V3\ 217T 

V = 2 \-2 + l T ) = 2e3 



3. On cherche les solutions complexes de z 3 — u 

|z 3 | = V 2 



|z | 3 = 22 



Z = It <=> 



n 



arg(z 3 ) = + 2kn, fceZ" ) 3 ar g(z) = 7 + 2kn, k ETL 

|z| = 26 

>rg(z) =-^ + ^p, kE {0,1,2} 



it admet trois racines cubiques 

i -2L i 

z 0 = 26 e l i 2 ; z! = 26e 



1 . 7T 1 Y 7T 277\ 1 .977 1 3t77 _ 

._t— . _ _ 26 e t li 2 + 3 7 = 26e l i2 = 26e“ et z 2 = 2&e 



_____ 1 Y 7T , 477^ 1 17 177 

- = 26e t U2 + 3 J = 26e^2“ 



4. 



.n 

it V2e J 4 V2 V2 _5nr V2/ / 57T\ / 57T\\ 

2i7T = 4 3 =“^r e 12 = t( cos v 12 / + lsin v 12 JJ 

2 e 3 



Et 



Par consequent 



It 


1 + i 


(l + i)(-l 


-iV3) 




■1 + + i( — 


L-V3) 
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-1 + t'V3 " 


4 






4 






V2 


r 5? n 


-1 + V3 


r /_ 


57T^ 


-1 + V3 


— a/2 + 


V6 


2 C ° S 


l 12/ 


4 

/— S / 


V — V_/ O 1 


12/ 


2V2 


4 




V2 . / 


f Sn ^ 


-1-V3 


sin (— 


57T\ 


-1 - V3 


-V2- 


V6 


2 SU1 


V 12/ 


4 


12J 


2V2 


4 





Allez a : Exercice 7 : 
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Correction exercice 8 : 



M = 



|V 6 -iV 2 | V 6 T 2 V 8 VT 72 2 V 2 



= V2 



_ V 6 - iV 2 _ /V 2 x “3 - iV 2 \ _ A /2 x V 3 - iV 2 ^ 

2 _ v 2 V 2 /V 2 V 2 ) 



— V2 



7/3 



= V2e _i 



7T 

6 ' 



Done |it| = a/ 2 et un argument de it est 

|v| = Vl 2 + (-1)2 = V2 



11 



Done |i; | = V2 et un argument de n est 



.71 

it V2e~ l 6 ,Y_ZE.zr\ ,-i£ 
— = = e l 6^4/ = e l i2 



n 



V 2 e l 4 



Done 

Allez a : Exercice 8 : 



„ . u n 

— 1 et un argument de - est — • 



Correction exercice 9 



(1 + i)(l + 0 1 + 2 i — 1 

z x = — — — = 7 — i — e 2 



l 2 + l 2 
f \ + i 



3 .7T\ 3 3t7T 

e^T 



^3 = 



<"0 -(•*)" 

(l + (l/3)* = ^2 0+(^j = 2 4 (e'f) 4 = 16cT 




if)) =2=( C '?) 5 + 2=( C -'?) ; 



^5 = 



5 in 5in\ /57T\ / 1\ 

= 32 | e 3 + e 3 J = 32 x 2 cos J — 64 — J - —32 

1 + iV 3 _ (l + iV 3 )(V 3 -i)_V 3 -i + 3 i+V 3 _ 2 V 3 + 2 i_V 3 1 ._ g 

V 3 + i “ (V 3) 2 + 1 2 ” 4 ” 



= — + -t = e6 
4 2 2 



Autre methode 



z 5 



r 2^+1^) jJL 

i±M = _V^ Ll = e 4= e 'fH) = e% 

^ + l 2^ + it) e ‘ 6 



z 6 = 



V6 - iV2 _ (V6 - iV2)(2 + 2i) _ 2 a/ 6 + 2iV6 - 2iV2 + 2x/2 _ 2f6 + 2f2 + 2i(V6 - 72) 

2 — 2i 2 2 + (— 2) 2 " 8 ~~ 8 

a/6 + a/2 + i(a/6 — V2) 

_ 4 

V2 

Remarque : il aurait mieux valu mettre — en facteur d’entree. 

La on est mal parti, il va falloir trouver le module, puis le mettre en facteur, 

Z6 = ^ + V2+ /^- V2 ) = f(V3 + 1 + i ( V3- l) ) 



V2 



4 

, 2 V2 



|z 6 | =^J(V 3 + l)" + (V 3 - l)" = -^3 + 2 V 3 + 1 + 3 - 2 V 3 + 1 = ^V 8 = ^x 2 V 2 = 1 



18 



0M3 



V 6 + VI y [6 — y /2 

z 6 = h i = cos(0J + i sin(0J 

Mais on ne connait pas d’ angle verifiant cela. II faut faire autrement 



z 6 = 



|V6 - iV 2| - J(V6) 2 + (VI) 2 = V8 = 2VI 

|2 - 2i\ = V2 2 + (— 2) 2 = V8 = 2V2 

2 Vlf— --A -71 

V6-iV2 V U 2 1 1 e -6 

= V V = 5F=eV 6 + 4/ = g l 12 

2 - 2i 2V2 ^ 



Allez a : Exercice 9 : 



Correction exercice 10 : 

On cherche les nombres complexes tels que z 2 = — 1 

Z x = — i et Z 2 — i 

in 

On cherche les nombres complexes tels que z 2 = i — e~Z 

£ VI .VI 



iZE VI . VI 



Zi = — e 4 = — - — i — et z, = e4=— +i — 
1 2 2 2 2 2 

V2 , . V2\ 



On cherche les nombres complexes tels que z 2 = 1 + i = VI + i — 22 e 



1 in 



1 in 



Z x = — 24e"8“ et Z 2 = 24e"8" 

C’est un peu insuffisant parce que l’on ne connait pas les valeurs de cos et de sin (^j 

Autre methode, on cherche a,b £ R tels que 

(a + ib ) 2 = 1 + i <=> a 2 — b 2 + 2iah = 1 + i ^ f a ^ ~ ^ 

t -2 t 2ao = 1 

On rajoute 1’ equation L 3 

2 

| (a + ih) 2 | = |1 + i\ <=> | a + ib| 2 = Vl 2 + l 2 <=> (V a2 + ^ 2 ) =VI<=>a 2 +b 2 = VI 

En faisant la somme de et de L 3 



, , 1 VI 1 + V2 2 + 2VI V2 + 2VI 

2 a 2 =l+V 2 »a 2 =- + — «a = ±J j = ±J j = ± j 

En faisant la difference dc L ?} et de L 1 



, _ 1 VI -l + VI -2 + 2VI V-2 + 2VI 

2i , 2 = _1 + V 2 «i , 2 = = ^ — = ±J — 5 — =± 

D’apres L 2 a ci b sont de meme signe done les deux solutions de z 2 = 1 + i sont 



V2 +2VI V-2 + 2VI V2 + 2 VI V-2 + 2VI 

Zi = 1- i et Z 2 = i 

1 2 2 2 2 2 

On cherche les nombres complexes tels que z 2 = — 1 — i = VI (— -y — i -y) — 2ze~ 

1 Sin 1 Sin 

Z x — — 24e _ 8“ et Z 2 = 24e _ 8“ 

C’est un peu insuffisant parce que l’on ne connait pas les valeurs de cos et de sin (^j 
Autre methode, on cherche a, b £ M tels que 

(a + ib) 2 — — 1 — i <=> a 2 — b 2 + 2iab — — 1 — i <=> f' 1 ( a ^ — ^ 

t 2ao = —1 

On rajoute 1’ equation L 3 

| (a + ib) 2 1 = |— 1 — i| <;=> |a + ib| 2 = ( — l) 2 + (— l) 2 <=> (V a 2 + b 2 ^ — VI <=> a 2 + b 2 = VI 

En faisant la somme de et de L 3 
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-1+V2 -2 + 2V2 V-2 + 2V2 



■ + ■ 



1+V2 2 + 2V2 V2 + 2V2 



= + 



+ ■ 



En faisant la difference de b 3 et de L t 

2b 2 = 1 + VI ^ b 2 = - + — ^ b = + 

2 2 

D’apres L 2 a et b sont de signes opposes done les deux solutions de z 2 = — 1 — i sont 

V - 2 + 2 V 2 .V 2 + 2 V 2 V -2 + 2 V 2 .V 2 + 2 V 2 



— 1- 



et Z-, — — 



+ i ■ 



On cherche les nombres complexes tels que z 2 = 1 + iV3 = 2 Q + i ^ = 2e l 



.71 

l— 

3 



^V3 1 \ V6 V2 



V3 1 



V6 V2 



Zl = V2e l e=V2 ^ + = ^+i^ et Z 2 = -VI^ = VI ^ 



On cherche les nombres complexes tels que Z 2 = 3 + 4i 



W f a 2 - b 2 = 3 



2ab = 4 



On pose Z = a + ib, Z 2 <=> 3 + 4i = (a + ib ) 2 <=> 3 + 4i = a 2 — b 2 + 2 iab <=> ^ | 

On rajoute l’equation |Z 2 | |3 + 4i| = a 2 + b 2 <=> a 2 + b 2 — V 3 2 + 4 2 a 2 + b 2 — — 5 L 3 

Cq2 jj 2 _ g 

Avec le systeme ] 9 9 , en faisant la somme des deux equations L-, et L 3 , on trouve 2 a 2 = 8 <=> 

ter + b z — 5 

a 2 — 4, d’ou l’on tire b 2 = 1. Les valeurs possibles de a sont ±2 et les valeurs possibles de b sont +1, 
d’apres l’equation 2 ab — 4 <=> ab — 2, on en deduit que ah > 0 et que done a et b sont de meme signe. 
Si a = 2 alors b — 1 et Z ± — 2 + i et si a — — 2 alors b — — 1 et Z 2 = — 2 — i 
Deuxieme methode 

3 + 4i = 4 + 4i — 1 = (2 + i) 2 et on retrouve le meme resultat. 

Troisieme methode 
On reprend le systeme 



|a' 



! - b 2 = 3 
2 ab - 4 



2\ 

a 2 — ( — ) =3 



\d) 

2 

b = — 
a 

(A 2 — 3A — 4 = 0 
7 

b = 




a 

Les solutions de A 2 — 3 A — 4 — 0 sont A x — — 1 < 0 et A 2 — 4, done a 2 — 4, 

2 2 

Si a = — 2 alors b — - — — 1 et alors Z 2 = — 2 — i, si a — 2 alors b — - — 1 et alors Zi =2 + i. 

a a 

On cherche les nombres complexes tels que Z 2 = —7 — 24i 

On pose Z = a + ib. Z 2 —7 — 24 i — (a + ib) 2 <=> — 7 — 24i — a 2 — b 2 + 2 iab <=> 
Li (a 2 - b 2 - -7 
L 2 t 2ah - —24 
On rajoute l’equation 

|Z 2 | <=> |3 + 4i| = a 2 + h 2 <=> a 2 + b 2 = V(“ 7 ) 2 + (— 24) 2 <=> a 2 + b 2 = V49 + 576 = V625 
= 25 b 3 



Avec le systeme 



(a 2 
l a 2 



b 2 = -7 



, en faisant la somme des deux equations b x et b 3 , on trouve 2a 2 = 



i 2 + b 2 =25 

18 a 2 = 9, d’ou l’on tire b 2 = 16. Les valeurs possibles de a sont +3 et les valeurs possibles de b 
sont +4, d’apres l’equation 2 ab = —24 <=> ab = 2, on en deduit que ab < 0 et que done a et b sont de 
signe oppose. 

Si a = 3 alors b - —4 et Z x = 3 — 4i et si a — —3 alors b = 4 et Z 2 = — 3 + 4i 
Deuxieme methode 



20 




— 7 — 24 i — 9 — 24 i — 16 — (3 — 4 1 ) 2 et on retrouve le meme resultat. 
Troisieme methode 

On reprend le systeme 



(a 2 -b 2 = -7 ^ 
l 2a/) = -24 




fa 4 + 7 a 2 - 144 = 0 

<=> I 12 <=> 

6 = 




A 2 + 771 - 144 = 0 
12 

b = 



[a 4 - 144 = -7a 2 



b = 



12 

a 



v a v a 

Les solutions de ^4 2 + 7^4 — 144 = 0 sont A 1 — — 16 < 0 et A 2 — 9, done a 2 = 9, 

12 12 

Si a = 3 alors b — = —4 et alors Z? — 3 — 4i, si a — 3 alors b = — —4 et alors Zi = —3 + 

a a 



4 i. 

On cherche les nombres complexes tels que Z 2 — 3 — 4/ = z 8 , on peut refaire comme precedemment 
mais on va prendre la methode la plus simple 

Z 2 = 3 - 4/ = 4 - 4/ - 1 = (2 - /) 2 

II y a deux solutions 



Z 1 — 2 — i et Z 2 — —2 + i 
On cherche les complexes Z tels que Z 2 = z 9 = 24 — 10/ 

La encore, on va aller au plus simple 

24 - 10/ = 25 - 10/ - 1 = (5 - Z) 2 

Done il y a deux solutions 



Z 1 — S — i et Z 2 = —5 + i 

Allez a : Exercice 10 : 



Correction exercice 11 : 

1. On cherche les complexes Z tels que 

On pose Z — a + ib, 



, 1 + / V2 ,V2 



_ V2 ,V2 V2 . V2 V2 ,V2 2 2 n ■ / ill 

2 2 2 2 ^^22 



2 1,2 V2 

a z — b z = — 



2ab = 



V2 



On rajoute l’equation 

|Z 2 |^ 



V2 V2 
T + l T 



= a 2 + b 2 ^a 2 + b 2 = II — 1 +1 — 1 <=> a 2 +b 2 = |- + -=1L 



. . 2 . 2 

^V2\ /V2> 



2 _i_ r.2 



1 1 



2 2 



r a 2 _ £2 _ V2 

Avec le systeme 1 2 , en faisant la somme des deux equations L 1 et b 3 , on trouve 

U 2 + b 2 = 1 



„ 2 , ^2 _ 2+V2 

2a 2 = 1 + — <=> a 2 = — - — 
Z 4 



En faisant la difference de L 3 et de L 1 



, V2 , 2-V2 

2b 2 = 1 - — <=> b 2 = — 

2 4 

V" 2 +V 2 



V 2 -V 2 



Les valeurs possibles de a sont + — - — et les valeurs possibles de b sont + — - — , d’apres l’equation 

■\[2 y/2 

2 ab = — <=> ab — — , on en deduit que ab > 0 et que done a et b sont de meme signe. 
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yf. 2 +V 2 . , yf. 2—y[2 _ a/2+V2 . yf. 2—y[2 

Si a — alors b — et Zi 1- 1 

2 2 1 2 2 

Ft n - a1nrs u - rt 7 _ . Viwf 

I./ L SI li dlul S L) — cl Z/ o — l 

o 0^-00 



D’ autre part 



_ V2 ,V2 £ ze 

Z 2 = — + i — — e 4 
2 2 



Admet deux solutions Z 3 = e l s = cos + i sin et z 4 = — e l s — — cos Q) — i sin 
Comme cos > 0 et que sin (^j > 0, 



/7T\ /7T\ V 2 + V2 V 2 — V2 

cos y + i Sin y = — + 1 — =— « < 



cos 



V S1I \ 8 



/7T\ V 2 + y[2 

W ~~ 2 

/7Tn _ V2 - VI 

W - 2 



2. On cherche les complexes Z tels que 



On pose Z — a + ib. 



, V3 + i V3 1 
Z 2 = — - — = — + -i 
2 2 2 



, V3 1 V3 1 V3 1 , C 

Z 2 = — + - i <=> — + —i — (a + ib) 2 <=> — + —i — a 2 — b 2 + 2iab <=> , 

2 2 2 2 2 2 Z 2 



On rajoute l’equation 



2 h 2 ^ 
a A — b A — — 



2 ab — - 
2 



|Z 2 |^ 



V3 1 . 

T + 2 1 



— a 2 + b 2 <=> a 2 + b 2 = ll-r- 1 + (-) <=> a 2 + b 2 — 1- + -—1L 



i2 _ 






,2 _ 



3 1 



4 4 



r a 2 _ b 2 _ V3 

Avec le systeme 1 2 , en faisant la somme des deux equations et L 3 , on trouve 

V a 2 + b 2 — 1 

n 2 „ V3 2 2 +V3 

2a 2 = 1 + — <^> a 2 = 

2 4 



En faisant la difference de L 3 et de L 1 

yf 2+V3 



n)2 „ V3 _ 2-V3 

2b 2 = 1 ^ b 2 - 

2 4 



yf2-y[3 



Les valeurs possibles de a sont + — - — et les valeurs possibles de b sont + — - — , d’apres l’equation 
■\[3 V3" 

2 ab — — ab — — , on en deduit que ab > 0 et que done a et b sont de meme signe. 

c . y[2+yft yf. 2—y[2 yff+ffl . yf 2-yJ% 

Si a — alors b et Zi = h 1 

2 2 1 2 2 

Ft n _ _ Viwf _ Viwf Viwf 

i j L Si Cc dlul j U Cl Z/ 9 t 



D’ autre part 



V3 1 



.71 

l~F 



Z z = — + -i = e l 6 
2 2 



Admet deux solutions Z 3 = e l iz = cos + i sin et Z 4 = — e l i 2 = — cos — i sin 
Comme cos > 0 et que sin > 0, 
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cos 




+ i sin 




Allez a : Exercice 1 1 : 



V 2 + V 3 .V 2 - V 3 

^ 1 - i 



cos 

<=> < 




sin 

v 




V 2 + V 3 
2 

V 2 - V 3 
2 



Correction exercice 12 : 

1. z 2 + z + 1 = 0 



A = l 2 — 4 = -3 = (iV 3) 2 

- 1 -/V 3 _ , 

z i = ^^ = J=J 

-l + iV3 



Allez a : Exercice 12 : 

2. z 2 — (5i + 14)z + 2(5i + 12) = 0 

A = [—(Si + 14)) 2 - 4 x 2(5 i + 12) = (-25 + 140i + 196) - 40i - 96 = 75 + lOOi = 25(3 + 4i) 
= 5 2 (3 + 4i) 

On cherche a, b 6 R tels que 

L 1 ( a 2 — b 2 — 3 
(a + ib ) 2 = 5 — 4i <=> l 2 j 2a£> = 4 

^3 (a 2 + b 2 — V 3 2 + 4 2 = 5 

En faisant L t + L 3 on trouve que 2a 2 = 8<=>a 2 =4<=>a = +2 

En faisant L 3 — L 2 on trouve que 2 b 2 — 2 b 2 — 1 <=> = +1 

D’apres L 2 a et b sont de meme signe done a + ib — 2 + ioua + ib — —2 — i 

Autre methode 3 + 4i = 4 + 4i — 1 = (2 + i) 2 

et alors 



A = 5 2 (2 + i) 2 = (10 + 5i) 2 



Les solutions de 1’ equation sont 

Si + 14 - (10 + 5i) 4 



Si + 14 + (10 + 50 24 + lOi 

zi = = =12 + 5 i 

1 2 2 

Allez a : Exercice 12 : 

3. z 2 — a/3z — i — 0 



A = 3 + 4i = (2 + 0 2 



V 3 + 2 + i V 3 1 



1 v/3^ 



Zi = 



- — +l + o i -l-M- 2 + i T)~ 1 ~ ii 



2 2 2 

V 3 1 
1 _ 2 



V 3-2 -i V 3 1 

z 2 = = — — 1 — - i = — 1 + t 



1 ^ .. 2 
= _ 1+y2 



Allez a : Exercice 12 : 



4. z 2 — (1 + 20z + i — 1 = 0 



A = (1 + 20 2 - 4(i - 1) = 1 + 4i - 4 - 4i + 4 = 1 



1 + 2i- 1 

Zl ~ 2 = 1 

l + 2i + l 

z 2 = ^ = 1 + i 



Allez a : Exercice 12 : 
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5. z 2 — (3 + 4 i)z — 1 + Si — 0 
Le discriminant vaut 

A = (-(3 + 4i)) 2 - 4 ( — 1 + 5i) = 9 + 24i - 16 + 4 - 20i = —3 — 4i = (1 — 2i) 2 
II y a deux solutions 

3 + 4i — (1 — 20 



Zi = 



= 2 + 3 i 



3 + 4i + 1 — 2 i 
z 2 = = 2 + i 



Allez a : Exercice 12 : 



6. 4z 2 - 2z + 1 = 0 

Soit on resout « normalement », soit on ruse, rusons 

4z 2 — 2z + l = 0<=>Z 2 +Z + l = 0 

Avec Z — —2 z. Les solutions de Z 2 + Z + 1 = 0 sont connues (et puis on vient de les revoir dans 1°)) 

et Z 2 — j 2 



Par consequent 



Allez a : Exercice 12 : 



Zi=j 

1 



z i = 



;J et z 2 = 



7. z 4 + 10z 2 + 169 = 0 

On pose Z = z 2 , Z 2 + 10Z + 169 = 0 a pour discriminant 

A = 10 2 — 4 x 169 = 10 2 - (2 x 13) 2 = (10 - 26)(10 + 26) = -16 x 36 = -4 2 x 6 2 = (24i) : 



Z,= 



-10 + 24i 



= -5+ 12i 



Z, = 



-10-24* 



= -5- 12i 



On cherche z — a + ib tel que 



= Z x <=> (a + ib) 2 — — 5 + 12i <=> a 2 — b 2 + 2 iab — — 5 + 12* 



Li 

<=> l 2 



a * 



b 2 = -5 



lab = 12 

L 3 (a 2 + b 2 = V(-5) 2 + 12 2 = V25 + 144 = Vl69 = 13 
En faisant la somme de et de L 3 , on trouve que 2a 2 = 8<=>a 2 =4 <=> a = ±2, 

En faisant la difference de L 3 et de L ± , on trouve que 2 b 2 — 18 ^ b 2 — 9 <=> b = +3, 

D’apres L 2 , a et b sont de meme signe done z 2 = Z x a deux solutions 

z x = 2 + 3 i et z 2 — —2 — 3 i 

On peut resoudre de la meme fa§on Z 2 = z 2 ou dire que z 4 + 10z 2 + 169 = 0 est une equation a 
coefficients reels et que done si une racine complexe est solution alors son conjugue est aussi solution, par 
consequent z^ = 2 — 3ietz^ = — 2 + 3i sont aussi solution, ce qui donne 4 solutions pour une equation de 
degre 4, il n’y en a pas plus, on les a toutes. 



Allez a : Exercice 12 : 



8. z 4 + 2z 2 +4 = 0 

On peut faire comme dans le 7°), mais rusons 



z 4 + 2z 2 + 4 = 0 <=> 



+ 



+ 1 = 0 <^> 



+ 



z 



+ 1 = 0 <^> 



z 



= 0 



V Z ) 2 ,4 


y z y , 2 


.w J . 


[iTfl J 



Les solutions sont 



(z - V2 / 2 )(z + V2 ; 2 )(z - V2;)(z + \flj) = 0 

(V2 j 2 , -yflj 2 , yflj, -V2;] 
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Allez a : Exercice 12 : 

9. x 4 - 30x 2 + 289 = 0 
On pose X — x 2 

X 2 - 30X + 289 = 0 

A = 30 2 — 4 x 289 = 900 - 1156 = -256 = -16 2 = (16i) 2 

30 - 16i 

X x = = 15 - 8i 

A 2 = 15 + 8 i 

On cherche x tel que x 2 = 15 — 8i = 16 — 8i — 1 = (4 — i) 2 
II y a done deux solutions x 1 — 4 — i et x 2 = — (4 — 0 = —4 + i. 

De meme on cherche x tel que x 2 = 15 + 8i = 16 + 8i — 1 = (4 + i) 2 
II y a done deux solutions x 3 = 4 + i et x 4 = —(4 + i) = —4 — i. 

Les solutions sont 



{4 — i, — 4 + i, 4 + i, —4 — i } 



Allez a : Exercice 12 : 



10. x 4 + 4x 3 + 6x 2 + 4x — 15 = 0 

II faudrait trouver des solutions (reelles ou complexes). 

x = 1 est solution evidente, mais ensuite cela ne vient pas, mais en regardant mieux on s’aper$oit que 4 
premiers termes ressemblent fort au developpement de (x + l) 4 = x 4 + 4x 3 + 6x 2 + 4x + 1 done 
x 4 + 4x 3 + 6x 2 + 4x — 15 = 0 <=> (x + l) 4 — 1 — 15 = 0 <=> (x + l) 4 = 16 



|x + 1| 4 = 2 4 



( I (x + 1) 4 | = 16 r 

larg((x + l) 4 ) = arg(16) + 2kn, k EZ (4arg(x + 1) = 0 + 2kn, k EZ 
l* + H = 2 ^ 

, , „ 2kn r « x t + 1 = 2e 2 , 

(arg(x + 1) = , k E {0,1, 2, 3} 

ikn 

k E {0,1, 2, 3} <=> x k - -1 + 2e _ 2 _ , k E {0,1,2, 3} 

x 0 = — 1 + 2 = 1; x x — — 1 + 2 e l 2 = — 1 + 2 i; 

3in 

x 2 — —1 + 2e lTC — —1 — 2 — —3; x 3 = — 1 + 2 e _ 2 “ — —1 — 2i 



Sont les solutions. 
Allez a : Exercice 12 : 



11. z 3 + 3z — 2i = 0 

On voit que i est une solution evidente (car i 3 + 3i — 2i — 0) done on peut mettre z — i en facteur. 
z 3 + 3z — 2i = (z — i)(az 2 + bz + c) <=> z 3 + 3z — 2t = az 3 + (— ia + b)z 2 + (— ib + c)z — ic 

a — 1 

—ia + b — 0 
— ib + c — 3 
—ic — —2 i 

z 3 + 3z — 2i — (z — i)(z 2 + iz + 2) 

Le discriminant de z 2 + iz + 2 est A = i 2 — 4 x 2 = —9 - (3i) 2 
II y a deux solutions 

—i — 3 i —i + 3 i 




z — 



— —2 i et 



z = 



— i 



II y a done deux solutions, z x = i et z 2 = —2 i. 
Allez a : Exercice 12 : 



12 . 



A = (1 + a) 2 (l + i) 2 — 4(1 + a 2 )i = (1 + 2a + a 2 )(l + 2i — 1) — 4i — 4ia 2 

= 2i + 4ia + 2 ia 2 — 4 i — 4 ia 2 — —2 i + 4ia — 2 ia 2 — — 2t(l — 2 a + a 2 ) 

= (1 - 0 2 (1 - a ) 2 = ((1 - 0(1 - a )) 2 
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(1 + a)( 1 + £) — (1 — £)(1 — a) 1 + i + a + ia — (1 — a — £ + £a) 
z x = a + £ 



z i = 



2 2 
(1 + a)(l + £) + (1 — i) (1 — a) 1 + i + a + ia + 1 — a — i + ia 



= 1 + ia 



Allez a : Exercice 12 : 



13. A = (1 — 5£) 2 - 4i(6i - 2) = 1 - 25 - lOi + 24 + 8i = -2 i 
II faut trouver 5 tel que A — 8 2 
Premiere methode : 

—2 i = 1 — 2i — 1 = (1 — i) 2 c’est une identite remarquable. Done £+ = 1 — i ou h 2 = — 1 + i 
Deuxieme methode 

fa 2 — b 2 — 0 



2 ah = -2 

", en faisant la somme des deux equations, on trouve 2a 2 = 2 <=> a 2 = 1, 



On pose 8 — a + ib, A = 8 2 <=> — 2i = (a + ib ) 2 <=> — 2i — a 2 — b 2 + 2 iab <=> 

On rajoute l’equation |A| = |5 2 | <=> | — 2 i | = a 2 + b 2 <=> 2 = a 2 + b 2 

Avec le systeme ^ + = ^ 

d’ou l’on tire b 2 — 1. Les valeurs possibles de a sont +1 et les valeurs possibles de b sont +1, d’apres 
1’ equation 2 ab — —2 <=> ab — — 1, on en deduit que ab < 0 et que done a et b sont de signe oppose. 

Si a — 1 alors b — — 1 et 8 — 1 — i et si a — —1 alors b — 1 et 8 — — 1 + i. Ce sont bien les memes 

solutions qu’avec la premiere methode. 

Troisieme methode 

A = —2 i = 2e~, done les racines deuxiemes de A sont 8 — V2e~ = V^^cos^A) + i s i n ^A^j — 

V2(-f + ^) = - 1 + iet5 = -V2 e T I = 1-i. 

Pour resoudre iz 2 + (1 — 5i)z + 6i — 2 = 0, on n’a besoin que d’une racine deuxieme, on prend, par 
exemple 8 = 1 — i. 

Les deux solutions sont : 

— (1 — 5£) — (1 — £) —2 + 6£ — 1 + 3£ (— 1 + 3£)(— £) 



Zi = 



2 £ 



z 2 = 



2 £ £ 
-(1-5Q + (1-i) 
2 £ 



£(-£) 



— 3 + £ 



4£ 

= 2l= 2 



|a 2 



Allez a : Exercice 12 : 

14. 

A = (-(3 + £)) 2 - 4(1 + £)(— 6 + 4£) = (3 + £) 2 - 4(-6 + 4£ — 6£ — 4) 

= 9 — 1 + 6£ — 4(— 10 - 2£) = 8 + 6£ + 40 + 8£ = 48 + 14£ 

On pose 8 — a + ib, A = 8 2 48 + 14£ = (a + ib) 2 <=> 48 + 14£ = a 2 — b 2 + 2 iab <=> 

> 2 - b 2 = 48 
2 ab = 14 

On rajoute l’equation 

| A | = |5 2 | <=> 1 48 + 14£| = a 2 + b 2 <=> 2|24 + 7£| = a 2 + b 2 <=> a 2 + h 2 = 2^242 + 7 2 <=> a 2 + b 2 
= 2 a/ 576 + 49 <=> a 2 + h 2 = 2 a/ 625 = 2 x 25 = 50 

*2 — Jj2 _ 

0 0 , en faisant la somme des deux equations, on trouve 2 a =98 <=> a = 

i 2 + h 2 — 50 M 

49, d’ou l’on tire h 2 = 1. Les valeurs possibles de a sont +7 et les valeurs possibles de b sont +1, 
d’apres l’equation 2 ah = 14 <=> ab — 7, on en deduit que ah > 0 et que done a et h sont de meme 
signe. 

Si a = 7 alors b = leth = 7 + ietsia = —7 alors h = — 1 et 5 = —7 — £ 

Deuxieme methode 

A = 48 + 14£ = 49 + 2 x 7£ - 1 = (7 + i) 2 done 5 = 7 + £ ou 5 = -7 - i. 



Avec le systeme 



(a 2 

la 2 
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Troisieme methode 



->2 _ 



48 



On reprend le systeme | a 
fa 4 - 48a 2 - 49 = 0 (A 2 - A8A - 49 = 0 



a2 - Q 2 = 



48 



2ab = 14 



b = 



a 2 — A8 

a 2 

b=- 



a 



4 - 49 = 48a 2 



b = - 

a 



b=- 



b=- 



, le discriminant de A 2 — 48.4 — 49 = 0 est A' = 48 2 + 



_ 1 . 48 — 50 > . 48 + 50 

— L-« l 1 H r\n coo cr\hiti r\nc o r\n 4 /I — ^ — . , ■ 



4 x 49 = 2500 = 50 2 done ses solutions sont A x — 



— 49, A x < 0 done il 



2 2 

n’y a pas de solution de a 2 — — 1, par contre a 2 — 49 admet deux solutions a = —7 et a = 7. 

7 7 

Si a = —7 alors b — - — — letsia = 7 alors b — - — 1, on retrouve les memes solutions. 

a a 

,2 



Les solutions de (1 + i)z 2 — (3 + V)z — 6 + 4i = 0 sont : 

(3 + i) - (7 + 0 4 2 

Zi = - 



2(l-i) 



z 2 = 



2(1 + 0 2(1 + 0 1 + i 1 2 + 1 2 

(3 + 0 + (2 + 0 10 + 2i 5 + i (5 + 0(1 — 0 5 — 5i + i + 1 



— — 1 + i 
6 — 4 i 



2(1 + 0 



2(1 + 0 1 + i 



12 + ± 2 



l 2 + l 2 



= 3-2 i 



Allez a : Exercice 12 : 

15. 

A = (-(9 + 30) 2 - 4(1 + 20(— 5i + 10) = (3(3 + 0 2 ) - 4(-5 i + 10 + 10 + 200 

= 9(9 - 1 + 60 - 4(— 25) = 9(8 + 6i) - 4(20 + 150 = 72 + 54i - 80 - 60i 
= -8 - 6 i 

On pose 8 — a + ib, A = S 2 <=> — 8 — 6i = (a + ib) 2 <=> — 8 — 6i — a 2 — b 2 + 2 iab <=> 

(a 2 - b 2 = -8 
( 2 ab — —6 

On rajoute l’equation |A| = |5 2 | <=> |— 8 — 6i| = a 2 + b 2 <=> a 2 + b 2 — -J(— 8) 2 + (— 6) 2 a 2 + 
b 2 = V 64 + 36 <=> a 2 + b 2 = VlM = 10 

— Jj 2 _ — g 

9 ^ , en faisant la somme des deux equations, on trouve 2a = 2 <=> a = 

i 2 +b 2 = 10 4 

1, d’ou Ton tire b 2 — 9. Les valeurs possibles de a sont +1 et les valeurs possibles de b sont +3, 

d’apres l’equation 2 ab — —6<^> ab — —3, on en deduit que ab < 0 et que done a et b sont de signe 

oppose. 

Si a — 1 alors b - —3 et 8 — 1 — 3i et si a — — 1 alors b — 3 et 8 — —1 + 3 i 
Deuxieme methode 



Avec le systeme 



(a 2 
erne ^ 



On 



O' 



reprend 
9 = -8a 2 



le systeme 
(a 4 + 8a 2 - 9 = 0 



b — — 

a 



u ~ 3 

b = — 

a 



f a 2 —b 2 — —8 < 

( 2 ab - —6 

[A 2 + 8A — 9 = 0 

H b = — 

^ a 



‘ 2 - (f ) 2 = 



b = 



-3 



-8 a 2 - — = -8 

a z 

u ~ 3 
a 



le discriminant de 4 2 + 8 A — 9 — 0 est 



O Q2 I A S/ Q 1 OO 1 02 non nolnfionn nont /l Q gj yj 



A' = 8 2 + 4 x 9 = 100 = 10 2 done ses solutions sont A x — 



= 1 , A 2 < 0 



done il n’y a pas de solution de a 2 — —9, par contre a 2 = 1 admet deux solutions a — —1 et a — 1. 

— 3 —3 

Si a — — 1 alors b — — = 3etsia=l alors b — — - —1, on retrouve les memes solutions. 

a a 

Troisieme methode 

A = — 8 — 6i = 1 — 6i — 9 = (1 — 3 i) 2 done 8 — 1 — 3i et 8 — — 1 + 3i 
Les solutions de (1 + 2 i)z 2 — (9 + 3i)z — 5i + 10 = 0 sont : 

(9 + 3i) — (1 — 3i) 8 + 6i 4 + 3i (4 + 3i)(l - 2i) 4 - 8i + 3i + 6 



Zl 2(l + 2i) 2(1 + 20 1 + 2t 



z 2 = 



(9 + 30 + (1 - 30 

2(1 + 20 



10 



l 2 + 2 2 

5 5(1-20 



2(1 + 20 l + 2i l 2 + 2 2 



10 

= 1-2 i 



= 2 - i 
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Allez a : Exercice 12 : 

16. A = (—(6 i + 2) 2 ) - 4(1 + 3i)(lli - 23) = (6 i + 2) 2 - 4(lli - 23 - 33 - 69 i) = -36 + 24i + 

4 - 4(— 56 - 58i) = -32 + 24i + 224 + 232i = 192 + 256 i = 64(3 + 4 i) 

Si j’ai mis 64 en facteur, c’est que maintenant il suffit de trouver une racine deuxieme de 3 + 4i, ce qui est 
beaucoup plus facile que de trouver une racine deuxieme de 192 + 256i. 

On pose 8 — a + ib, A = S 2 <=> 3 + 4i = (a + ib) 2 <=>3 + 4 i — a 2 — b 2 + 2 iab <=> ( a b — 3 

1 2 ab — 4 

Onrajoute l’equation |A| = |5 2 | <=> |3 + 4i| = a 2 + b 2 <=> a 2 + b 2 — V 3 2 + 4 2 <=> a 2 + b 2 = v/25 = 5 

jj 2 _ g 

Avec le systeme j 2 2 _ en f a i sant l a somme des deux equations, on trouve 2a 2 = 8 <=> a 2 = 4, 

\CL I b 5 

d’ou l’on tire b 2 — 1. Les valeurs possibles de a sont +2 et les valeurs possibles de b sont +1, d’apres 
1’ equation 2 ab — 4 ^ ab — 2, on en deduit que ab > 0 et que done a et b sont de me me signe. 

Si a = 2 alors b — let 8 — 2 + iet si a — —2 alors b — — 1 et 8 — —2 — i 



Done (2 + i) 2 = 3 + 4i entraine que A = 64(3 + 4i) = 8 2 (2 + i ) 2 = (8(2 + 0) — (16 + 8i) 2 
Deuxieme methode 

3 + 4i = 4 + 4i — 1 = (2 + i) 2 et on retrouve le meme resultat. 

Troisieme methode 

On reprend le systeme 



fa 2 - b 2 = 3 
L 2 ab - 4 






2V 



— 3 



\a) 

2 

b=- 
a 

(A 2 — 3A — 4 — 0 



a 2 7=3 

a 1 



b = 



a 



(a 4 — 4 — 3a 2 

. 2 «, 
b — — 
a 



'a 4 — 3 a 2 —4 = 0 



b = 



a 



2 

b — — 
a 

Les solutions de A 2 — 3 A — 4 — 0 sont A t — — 1 < 0 et A 2 — 4, done a 2 = 4, 

2 2 

Si a = —2 alors b — - — — 1 et alors 8 — —2 — i, si a — 2 alors b — - — 1 et alors 8 — 2 + i. 

a a 

Les solutions de (1 + 3i)z 2 — (6i + 2)z + lit — 23 = 0 sont 

6i + 2 — (16 + 8Q -14-2 i -7 - i (-7-0(1-30 —7 + 21i — i — 3 



Zi = 



1 2(1 + 30 2(1 + 30 1 + 3t l 2 + 3 2 10 

6t + 2 + (16 + 80 18 + 14i 9 + 7 i (9 + 70(1- 30 9-27i + 7i + 21 



z 2 = 



2(1 + 30 



2(1 + 30 l + 3i 



l 2 + 3 2 
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= -1 + 2 i 
= 3-2 i 



Allez a : Exercice 12 : 



Correction exercice 13 : 

On pose X — Z 2 , 

Z 4 + (3 - 6t)Z 2 - 8 - 6i = 0 <=> A 2 + (3 - 6 i)X - 8 - 6i = 0 

Le discriminant est 

A = (3 - 60 2 - 4(— 8 - 60 = 9 - 36i - 36 + 32 + 24i = 5 - 12i 
Les racines carres de 5 — 12i : 

(a + ib ) 2 = 5 - 12i <=> a 2 - b 2 + 2 iab = 5 - 12i <=> f a2 _ 1)2 = 5 <=> f a2 _ 1)2 = 5 
v 2 1 2ab = 12 L 2 1 ab = 6 

On rajoute l’egalite des modules 

a 2 + b 2 = V 5 2 + 12 2 = V25 + 144 = Vl69 = 13 L 3 
En additionnant L 1 et L 3 , on trouve 2a 2 = 18 done a 2 = 9, e’est-a-dire a — +3. 

En soustrayant a L 3 , on trouve 2 b 2 — 8 done b 2 — 4, e’est-a-dire b — +2. 

D’apres L 2 , a et b ont le meme signe done les deux racines carres de 5 — 12i sont :3 + 2iet— 3 — 2i. 
Les solutions de X 2 + (3 — 6 i)X — 8 — 6i — 0 sont : 
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Et 



_(3 - 60 - (3 + 2Q 
X x = — 3 + 4 1 



„ -(3 - 6i) + (3 + 2i) 

s* 2 n — Zl 



Or X x — —3 + 4i = 4 + 4£ — 1 = (2 + i) 2 done Z 2 = —3 + 4i a deux solutions : 

Z x — 2 + i 
Et 

Z 2 = -2-i 

De plus X 2 — 2i — (1 + i) 2 done Z 2 — 2i a deux solutions : 

Z 3 — 1 + i 
Et 

Z 4 = —1 - i 

Allez a : Exercice 13 : 



Correction exercice 14 : 

1. On pose X = aEl 

(1 — i)a 3 — (5 + i)a 2 + (4 + 6 t)a — 4i = 0 <=> a 3 — 5a 2 +4 a + i(— a 3 — a 2 + 6a — 4) = 0 
^ ( a 3 — 5a 2 + 4a = 0 
1— a 3 — a 2 + 6a — 4 = 0 

a 3 — 5a 2 + 4a = 0 <=> a(a 2 — 5a 2 + 4) = 0 

Done cette equation admet 0, 1 et 4 comme racine. Seul 1 est solution de —a 3 — a 2 + 6a — 4 = 0 done 
il existe une unique solution reelle a — 1. 

2. On factorise (1 — i)X 3 — (5 + i)X 2 + (4 + 6 i)X — 4 i par A" — 1. II existe alors a, /? et y telle que : 

(1 - i)X 3 - (5 + ()X 2 + (4 + 6 ()X -4 i = (X- l)(aX 2 + pX + y) 

Or (X - 1 )(aX 2 + [IX + y) = aX 3 + (fi - a)X 2 + (y - /?)X - y 

a = 1 — i a — 1 — i 

n j ^ j , .p-a = -(5 + Q \p = -(5 + i) + l-i = -4-2i 

On en deduit que : -j y _ = 4 + 6j « y = 4 + 6i - 4 - 2i = 4i 



-y = — 4i 



y = 4i 



D’ou 



(1 - i)X 3 - (5 + i)X 2 + (4 + 6 i)X - 4i = 0 <=> (X - 1)((1 - i)^ 2 - (4 + 2i)X + 4i) = 0 

r x = l 

^ 1(1 - i)^ 2 - (4 + 2 i)X + 4i = 0 
Le discriminant de l’equation du second degre est : 

A = (4 + 2 i) 2 - 4(1 - i) x 4i = 16 + 16i - 4 - 16i - 16 = -4 = (2 i) 2 
Les deux racines sont alors 



Xr = 
^2 = 



4 + 2i - 2i 



2(1 + 0 



2(1 -i) 1 — i 1 2 + 1 2 

4 + 2i + 2i 2 + 2i 2(1 + i) 2 



2(l-i) 1 — i 

L’ ensemble des solutions est S — {1,1 + i, 2i}. 

Allez a : Exercice 14 : 



l 2 + l 2 



— 1 + i 
= 2 i 



Correction exercice 15 : 

A = (-0 2 + 4(1 + i) = 4 + 4i - 1 = (2 + 0 2 
Les solutions deZ 2 — iZ — 1 — i = 0 sont 

i + 2 + i 

Z i — — = 1 + i 
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i — (2 + i) 

E 2 — 3 -=-l 



Les solutions dez 6 — iz 3 — 1 — i = 0 verifient 

|z 3 | = V2 



= 1 + i = V2e l 



,n 

4 <=> 



7T 



|z| 3 = 21 

7T 



(arg(z 3 ) = - + 2/ctt, k E TL 3 ar g( z ) = - + 2/ctt, fceZ 



|z| = 26 

>rg(z)=^ + ^, k E {0,1,2} 



{ 1 . 7T 1 3t7T 1 17t7n 

26e l !2; 26e^T ; 26e^2j 



Ou 



z 3 = -1 <^> 



( \z 3 \ = l ^ { |z| 3 = 1 

larg(z 3 ) — n + 2kn, k EZ (.3 arg(z) — n + 2kn, k EZ 

( \ z \ = 1 

<=> I , „ n 2/ctt 

(arg(z) = - + — , k E {0,1,2} 

II y a done trois solutions 

in 3in . Sin _ in 

z 0 — e 3”; z x = e~ = e t7r = — 1; z 2 = e~ = e 3" 
Finalement il y a six solutions 

C 1 .71 1 3in 1 17t7T 17T OT') 

; 2&e^ ; 26e^2“; e 3 ; -1; e 3| 

Allez a : Exercice 15 : 



(a 4 — 3a 3 + 2a 2 + 3 
l —a 2 + 1 = 



Correction exercice 16 : 

1. Soit a£l une solution de (E) 

a 4 — 3a 3 + (2 — i)a 2 — 3 + i = 0 <=> a 4 — 3a 3 + 2a 2 + 3a — 3 + i(— a 2 + 1) = 0 

3a — 3 = 0 
0 

a x = —1 est solution de a 4 — 3a 3 + 2a 2 — 3 = 0 et a 2 = 1 est solution de a 4 — 3a 3 + 2a 2 + 3a - 
3 = 0, done (E) admet deux solutions reelles, on peut mettre {X — 1)(X + 1) — X 2 — 1 en facteur. 

2. II existe a,b,cE C tels que 

X 4 - 3X 3 + (2 - i)X 2 + 3X-3 + i = (X 2 - 1 )(aX 2 + bX + c) 

On developpe 

(X 2 — 1 )(aX 2 + bX + c) — aX 4 + bX 3 + (c — a)X 2 — bX — c 

Par consequent 

f a — 1 

b — —3 ( a — 1 

c — cl — 2 — i £=> | b — —3 
— b — 3 \c — 3 — i 
— c — — 3 + i 

X 4 - 3X 3 + (2 - i)X 2 + 3X — 3 + i — (X 2 — 1)(X 2 - 3A + 3 - i) = 0 
II reste a trouver les solutions de X 2 — 3X + 3 — i — 0 

A = 9 — 4(3 — i) = —3 + 4i = 1 + 4i - 4 = (1 + 2 i) 2 
Les racines carrees du discriminant sont 8 — +(1 — 2 i) 

II y a deux solutions 

3 -(l + 2i) 

= 1 - i 



3 + 1 + 2 i 

X 2 = = 2 + i 



L’ ensemble des solutions de (E) est 
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Allez a : Exercice 16 : 



5 = {-1,1,1 -i, 2 + i} 



Correction exercice 17 : 

L ^ 3 = 2V2(-| + if) = 2! e “ 

Done 

, /-/ 2 a/2\ 3 3ire 

x 2 ^rvf +i Tj =22e4 *» 

|X| 3 = 2§ 

3n 



\X 3 \ = 22 
, , N 3tt 

arg(X 3 ) = — + 2/ar, k E TL 
4 



3 arg(Z) = — + 2/ar, ic£2 I arg(Z) = — + 



\X\ = 22 

n 2kn 



<^X k 



k E {0,1,2} 



./7T 2/OT\ 

= V2e l U + 3 k E k E {0,1,2} 

/_ in (y/2 ,V2\ 

Z 0 — V2e 4 — V2 ( — + i — J — 1 + i 

..n ,271, litre 

= V2e t( 4 + ^ } = V2e~ 

7T 47T 19t7T 

X? = V2e t( 4 + ~ } = V2e~ 



2 . 



3in 

X 3 = —8i = 2 3 e”2 _ <^> 



|X 3 | = 2 3 

3n 



|X| 3 = 2 3 

3n 



arg(X 3 ) = — + 2/or, /c G TL 3 arg(X) = — + 2/or, k E TL 



2 

m = 2 

. , N 7r 2/or X k — 2e 

arg(Z) = - + k E {0,1,2} 



./7T , 2/£7T\ 
= 2f?A2 +_ 3 _ ) 



k E k E {0,1,2} 



X 0 = 2e 2 = 2i 

n 2re lin ( ^3 1 N 

Zj. = 2e ( 2 + “3“) = 2e _ 6“ = 2 - — --i 



= — V3 — i 



. ,7T . 47T n 



litre 



^V3 1 



X 2 = 2e i( 2 + —) = 2e~ = 2^— - -ij = V3 - i 

3. On pose X — Z 3 

1 1 

-Z 6 + (1 + 3i)Z 3 + 8 + 8i = 0 <=> -X 2 + (1 + 3 i)X + 8 + 8f = 0 
Le discriminant de cette equation est : 

1 

A = (1 + 3i) 2 - 4 x - (8 + 8i) = 1 + 6i - 9 - 16 - 16i = -24 - lOi 



Les racines carres de —24 — 10/ : 



(a + if,) 2 = -24 - lOi « a 2 - b 2 + 2 iab = -24 - lOi « f“ 2 ~ b * = " 24 « f 1 f“ 2 “ * 2 = " 24 
v 2 l 2 ab = -10 1 ab = -5 

On rajoute l’egalite des modules 

a 2 + b 2 = V 24 2 + 10 2 = a/576 + 100 = a/ 676 = 26 L 3 
En additionnant L 1 et L 3 , on trouve 2a 2 = 2 done a 2 = 1, e’est-a-dire a — ±1. 

En soustrayant a L 3 , on trouve 2b 2 — 50 done b 2 — 25, e’est-a-dire b — +5. 

D’apres L 2 , a et b sont de signes differents done les deux racines carres de —24 — lOi sont : 1 — 5/ et 
-1 + Si. 

L’equation du second degre a pour racine : 
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Et 



Les six racines de 



-(l + 3i)- (1 — 5i) 

X t = — — y = -2 - 2 i 

2x 2 



„ -Cl + 3i) + (l-5i) 
a 2 — -« — zi 

2 x 2 



-Z 6 + (1 + 3i)Z 3 + 8 + 8i = 0 



Sont les six complexes trouves en 1°) et 2°). 
Allez a : Exercice 17 : 



Correction exercice 18 : 

1. Posons z = a £ R, ( E ) <=> a 3 + 1 — i(a + 1) = 0 <=> ( a ^ — a = 

(. a + 1 = 0 

2. On peut diviser z 3 — iz + 1 — i — 0 par z + 1 

z + 1 



z 3 + z 2 



-z 2 — iz + 1 — i 



—z — z 



(1 — i)z + 1 — i 
(1 — i)z + 1 — i 



0 



z 2 — z + 1 — i 



z 2 — z + 1 — i a pour discriminant A = 1 — 4(1 — i) = —3 + 4i = 1 + 4i — 4 = (1 + 2 i) z 
Les racines de ce polynome sont : 

l-(l+2i) . l + (l + 2i) . , . 

Zi = = -i et z 2 = — 1 =l + i 

1 2 z 2 

Les solutions de ( E ) sont — 1, 1 + i et — i. 

Allez a : Exercice 1 8 : 



Correction exercice 19 : 

1. Soit x G R une racine de (E) 

x 4 - (3 + V3)x 3 + (2 + 3V3 - i)x 2 + (-2V3 + 3i)x - 2i = 0 

x 4 — (3 + a/3)x 3 + (2 + 3a/3)x 2 — 2a/3x + i(— x 2 + 3x — 2) = 0 

^ [x 4 - (3 + V3)x 3 + (2 + 3V3)x 2 - 2a/3x = 0 (*) 
l —x 2 + 3x — 2 = 0 

Les racines de — x 2 + 3x — 2 = 0 sont apres un petit calcul x x = 1 et x 2 = 2 

l 4 - (3 + V3)l 3 + (2 + 3a/3)1 2 -2V3xl = l- 3- V3 + 2 + 3V3-2V3 = 0 
Done 1 est racine de (*) 

2 4 - (3 + V3)2 3 + (2 + 3a/3)2 2 -2V3x2 = 16-3x8-8V3 + 8 + 12V3 - 4a/3 = 0 
Done 2 est racine de (*) 

2. On peut diviser le polynome par (X — 1) (A — 2) = X 2 — 3X + 2 



X 4 - (3 + V3)z 3 + (2 + 3 a/3 - i)X 2 + (— 2x/3 + 3 i)x - 2 i 
X 4 - 3X 3 + 2Z 2 


X 2 -3X + 2 


■»o 

1 

1 

CN 


-V3Z 3 + (3-\/3 — i)X 2 + {—243 + 3i)X — 2i 

-V3Z 3 + 3V3X 2 - 2V3Z 


—iX 2 + 3 iX - 2 i 
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-iX 2 



+ 3 iX - 2i 
0 



II reste a determiner les racines de X 2 — 4?>X — i — 0 

A = 3 + 4i = (2 + i) 2 

V3 + 2 + i V3 1. / 1 ,V3^ 

Z\ — — — — H 1 + — i — 1 — i ( — -+ i- 



z 2 = 



2 2 
V3 — 2 — i V3 



1 / 1 # 
= — — 1 — -i — — 1 + i — - — i — 
2 2 \ 2 2 ) 

( V3 i V3 n 

5 = 1,2,— + 1 - l--f 

2 2 2 2 



V3 i 

= — + 1 + - 
2 2 

V3 i 

~ ~2~ 1 ~2 



Allez a : Exercice 19 : 



Correction exercice 20 

1. 



2 

= ^2 + V3 + ij 2 - Vlj =2 + V3-(2-V3) + 2i J2 + V3 J2 - V3 

= 2a/ 3 + 2i (2 + V3)(2 - V3) = 2V3 + 2iV2 2 -3 = 2V3 + 2i 



|z 2 | = (2V3) +2 2 =a/4x3 + 4 = Vl6 = 4 



Si on pose 0 = arg(z 2 ), cos(0) = ^ ~ et sin(0) — “ — “ done 0 = ^ + 2 /c7t 



Autre methode : 



z 2 - 2 a/ 3 + 2i = 4 f— + - = 2e l s, done 0 = - + 2 /c7t. 

V 2 2 / 6 



2 . 



On deduit de la premiere question que |z 2 | =4 done |z | 2 = 4 et que |z| = 2. Et que les arguments 
possible de z sont -f - + 2kn J — — + kn, k E {0,1}, done z = 2eiz ou z = — 2eiz. Mais z = 

V 2 + a/ 3 + iV 2 — V3 entraine que le cosinus et le sinus de ses arguments sont positifs, done z = 2eiz. 
3. D’apres la question precedente 

2 ei 2 = J 2 + V3 + ij 2 - V3 <=> 2 fcos [—A + isin (— = J 2 +V3 + ij 2 - V3 



/ 7 r \ / 7r \ V 2 + V3 V 2 — a/3 

<=> cos ( — + isin ( — 1 = 1- i <=> < 

Vi 2/ Vi 2/ 2 2 



cos 



n 

sin I „ „ 
V V 12 



/ tc \ V 2 + a/3 
V12/ ” 2 

/ n \ _ V 2 — a/3 

Vl~ 2 / “ 2 



Allez a : Exercice 20 : 



Correction exercice 21 

1. 



it 4 = — 4 <=> 



( |w 4 | = |— 4| ^ f |w| 4 = 4 

larg(it 4 ) = arg(— 4) + 2kn, k EZ (,4arg(it) = rt + 2kn, k EZ 

( \u\ = 45 = (2 2 )4 = 22 = 42 

^ ) tt kn 

^arg(it) = - + — , k E {0,1,2, 3} 
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II y a quatre solutions 



z- in /-/a/2 iV2\ 
u 0 = V2e 4 = V2 f — + j = 1 + i 

3tjr / V2 iV2\ 

it 4 — V2e 4 — V2 ( — - — I — — 1 = — 1 + i 

5t7T / V2 iV2\ 

u 2 = v2e 4 = V2 — — = — 1 — i = 



2 . 



7tTT / V2 iV2\ 

u 3 = V2e 4 = V2 I — — 1 = 1 - i = u 0 



1 4 

(z + l) 4 + 4 (z — l) 4 = 0 <=> (z + l) 4 — — 4(z — l) 4 <=> ^ -j = —4 



z+l 



On pose it = — il y a done 4 solutions que Ton trouve en exprimant z en fonction de it. 
z + l 

— <=> it(z — 1) = z + 1 <=> zit — u = z + l<=>zit — z = u + 1 <=> z(u — 1) = u + 1 <=> z 



n = 



it + 1 
it — 1 



itn + 1 1 + i + l 2 + i 

z 0 = — r = ^ t = — = 1 - 2i 



Zi = 



it 0 — 1 1 + i — 1 

it^ + 1 — 1 + i + 1 i 



1 



i(— 2 — t) _ 1 2 . 



iti 



z 2 = 



-1 + i-l -2 + i (— 2) 2 + l 2 5 5 

it 2 + 1 it^ + 1 _ 1 2 

it 2 — 1 % — 1 1 5 5 



it 3 + 1 u 0 + 1 _ 

Z 3 = 7 = = — T = z 0 = 1 + 2 t 

XL 3 1 Wq 1 



Allez a : Exercice 21 : 



Correction exercice 22 : 

1. Les racines quatrieme de l’unite sont {1, i, — 1, — i). 



o 1 -V3 , 

2 . t — = e 3 done 

2 2 



l* 4 l = 



4 in 

e~3~ 



|A| 4 = 1 
471 



4 1 .a/3 4 4i7T 

x - 2 “ C3 °) arg( ^ )= E + 2to, ( 4ar 8®=f + 2b ' 



m = i 

<=> t n kn <=> 

|arg(X)=- + — , fe £ {0,1,23} 



./7T /C7T\ 

Xk = e a3 + “2“J ) /c g {0,1,2, 3} 



II y a quatre solutions : 



X- 



£ 1 a /3 

**-“ "2 + ‘T 

5in y/3 1 

x, = e v 3 + 27 = e 6 = + i - 

1 2 2 

d| +7r ) ±|IE 1 ,V3 

2 2 2 

_wr ^3 1 

Y~ l 2 



.rn 3n\ llin 

3 — ev3 + 2 ) — q 6 = e 6 = — i- 



Autre solution 
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-i- — = j 2 . Done X 4 = ---i— = j 2 <=> X 4 - ; 2 = 0. Or 
2 2 J 2 2 J J 

X 4 -; 2 = (X 2 -j)(X 2 + ;) = (X 2 -j 4 )(X 2 - i 2 j 4 ) = (X-j 2 )(X + j 2 )(X - ij 2 )(X + ij 2 ) 
D’ou les solutions : 

x =j 2 = ---^,x = - + —,x = 

J 2 2 2 2 \ 2 2 / 2 2 

3. On pose E = X 4 , 1’ equation est alors du second degre. 



etA = -^ + ^ 
2 2 



Y 2 + 



+ 






Le discriminant est 

-Of ) 2 - 4 (+ 

in 

= 3e~X 

Done les solutions de S 2 — A sont 

in 



2 J 

V3\ 1 3 V3 



1 V3 

Y — - — i— — 0 

2 2 



.,— 3 3iV3 (1 ,V3^ 

— — — — i — — h 2 + 2 / V 3 — — 3 — — — 3 ( — + i —— 

4 4 2 2 2 \ 2 2 ) 



r — r /V3 1\ 3 V3 ^ ™ 3 a/3 

5 = V3 e6 =V3 U- + 1 - =-+i T et 5 = -V3 e 6 =-(-+;-) 



L’ equation du second degre a alors deux solutions : 

( 1 , ,V3\ /3 , ,V3 n 



2 + 1 ' 2 



2 + 1 '2 






V3 



Et 



1 , .V3\ , 3 ,V3 

2 + 1 2 + 2 + l 2 



Yo = 



= 1 



L’ equation du tantieme degre a pour solution : 



1 V3 V31 1 V3 V3 i) 

1,- + /— ,/, — — + /-,—l, — -— / —,—/,— — / - 

2 2 2 2 2 2 2 2 



Autre solution 



E 2 + - 



/ 1 V3\ 1 V3 

-- + / — E---Z — =0 
\ 2 2 2 2 



<=> E 2 + jY + j 2 = 0 <^> - +-+1 = 0 



; 



Les solutions de T 2 + T + 1 = 0 sont T x — j et T 2 — j 2 
Done Y -j = j <=> Ej = j 2 et ^ = ; 2 <=> E 2 = j 3 = 1 

Et on termine de la meme fa§on. 

Allez a : Exercice 22 : 



Correction exercice 23 : 



'l + i-V3(l-i)\ 2 /l-V3 + i(l+V3)\ 2 (l-V3 + i(l + V3)) 



1 + i J y 1 + / J (1 + Z) 2 

(1 - V3) 2 - (1 + V3) 2 + 2i(l - V3)(l + V3) 

1-1 + 2 / 

1 — 2-\/3 + 3 — (l + 2-\/3 + 3) + 2/(1 — 3) — 4V3 — 4/ 4(V3 + /) 



2 / 



2 / 



2 / 



= 2i(V3 + Z) = -2 + 2/V3 
a + /-V3(l-/) N 



1 + i 



/ 1 V3\ 2i7T 

— — 2 + 2/v3 — 4 1 — — + / 1 — 4e 3 
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Autre methode 



' 1 + i- V 3(1 - i)' 



1 + 



Allez a : Exercice 23 : 



r^) “Mitt) 4^^) 

- (1 + iV3) 2 = ^2 (| + 4) ) - (-2; 2 ) 2 - - *J - 4 (- 5 + « f ) 



= -2 + 2iV3 



Correction exercice 24 

1. 



1 + i (1 + 0 2 1 + 2i — 1 2i ,-ze 

— = 1 = i = e'2 



1-i l 2 + (-1) 2 2 

Done le module de ^ est 1 et un argument est 

2010 = 4 x 502 + 2 



/-i I _*v 2010 ,-i | _•» 4x502+2 4x502 + 2 ✓ „ 4 \ 502 o 

O - O =0 ? ) =(0 ? ) ) X ( e ‘f) = (.*)■“ X e < 



= l 502 X (-1) = -1 



2 . 



(l + iV3) 



2010 




2010 



= (2 (~j 2 )) 



2010 



_ 22010 x y 4020 _ 22010^3x1340 



2010r ;3A1340 



= 2 



2010 



X 1 



1340 



= 2 



2010 



3. 



.TV 

l - 7 



Jl , .V3\ 

l + tV3 \2 1 2^ e‘3 ifZE_ZE3 1 t JL 

z t = — — = = VI — = Vie U a) = 22 e 12 

l + i <— / VI , .V2\ A? 



V2l 2 + * 2 



e 4 



( 1 ,n\ n n ,nn 
22e t l2j = 22e l i2 

z 2 = 1 +; = -; 2 

z n = ( _ ; -2 } n = (_l)n ; -2n 

Si n = 0 [6], n = 6k, kEZ, z\ k = y 12/c = (-l)°(/ 3 ) 4fe = l 4/c = 1 

Si n = 1 [6], n — 6k + 1, kEZ, zf fc+1 = (-1 )j 12k+2 = (-l)(/ 3 ) 4fe ; 2 = -l 4 *; 2 = -; 2 = ± + i 

Si n = 2 [6],n — 6k + 2, k E Z, zf fc+2 — (— i) 2 yi2/c+4 _ (— i) 2 (y 3 ) 4fc j 2 _ ^4/cy4 = y = _i+ j 

Si n = 3 [6], n — 6k + 3, kEZ, z% k+3 — (— i) 3 y 12A:+6 — (— l) 3 (/ 3 ) 4fc / 6 = — l 4fe / 6 = — l 

Si n = 4 [6], n = 6/e + 4, kEZ, zf^ 44 = (—l) 4 / 12fc+8 _ (J3^4kj8 _ ]_4fcy2 _ y2 



1 . V3 

2 1 2 



Si n = 5 [6], n — 6k + S, kEZ, zl k+5 = (-l) 5 ; 12fc+1 ° = -(/ 3 ) 4fc ; 10 = -l 4/c ; = 1 - i^ 3 



z 3 = 



1 + i tan(0) 
1 — i tan(0) 



1 + i 



. sin(0) 



cos(0) cos(0) + i sin(0) e 



id 



1 — i 



. sin(fl) cos(0) — i sin(0) e l ' 
cos(0) 



w 



— e 



2 w 



Zo — e 



2 inO 
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I “i H wi 



z 4 — 1 + cos (0) + i sin(0) = 2 cos 2 (0) + 2 i sin cos — cos ^cos + i sin ^)) 



f <t>' 









< 0 \ it 
= COS I -J e 2 



z 4 - ( cos ( — 1 1 e 2 



(j)\\ n rd(p 



Remarque : 

cos (y) n’est pas forcement le module de z 4 car cos n’est positif que pour certaine valeur de <p. 



Allez a : Exercice 24 : 



Correction exercice 25 



f /— N.n / ( VS l\ \ / ; n \ n nt " 

(V3 + 0 = 2 — +i- = 2”(e t 6) =2 n e~e 



77 77 77 71177 TLITT / TUT \ HIT 

(Vs + i) £R» (Vs + i) -(V3 + i) = 0 <=> e~-e~~ = 0 ^sin(— ) = 0 <=> 3/e £ TL,— 



n 



— kn <=> 3k G TL, — — k <=> 3k £ TL, n — 6/e 
6 



, /— Nn , f— -.n , r— nln _ran , nn\ 

(yS + i) £ iR <=> (v3 + i) + (v3 + i) =0»e 6 + e 6 = 0 <=> cos J — 0 



nn n n 1 

<=> 3/e £ TL, —— — — + /err 3/e £ TL, — — ~ + k <=> 3/e £ TL, tl — 3 + 6/e 
6 2 6 2 



Allez a : Exercice 25 : 



Correction exercice 26 



z = pe l6 



z k + z k — p k e kW + p k e kW — p k (e kW + e kW ) = 2 p k cos(/e0) 



(z + z)(z 2 + z 2 ) ... (z n + z n ) = 2p cos(0) 2p 2 cos(20) ... 2 p n cos(n9) 
Allez a : Exercice 26 : 



n(n+l) 

= 2 n p 1+2+ "' +n cos(0) cos(20) ... cos(n0) = 2 n p 2 cos(0) cos(20) ... cos(n0) 



Correction exercice 27 : 



1 . 



|1 + iz| = |1 — iz| <=> |1 + iz| 2 = |1 — iz| 2 <=> (1 + iz)(l + iz) — (1 — iz)(l — iz) 
<=> (1 + iz)(l — iz) — (1 — iz)(l + iz) 1 — iz + iz + zz — 1 + iz — iz + zz 
<=> —iz + iz — iz — iz z — z <=> z £ R 



2 . 



'1 + iz\ 



1 + ia 


/I + iz\ n 




1 + ia 


=3 


1 + iz 


1 — ia 


VI — iz) 




1 — ia 


1 — iz 



1 => |l + iz| = |1 — iz| =>z£ 



On pose z = tan(0) = sm ^ (ce qui est toujours possible puisque pour z £ R il existe un unique 

COS(c7 ) 

9 £] — [ tel que z = tan(0)) ainsi 

1 , / sin ( g ) 

1 -Viz _ cos(0) _ cos(0) + isin(0) _ e ld _ 2W 

1 — iz . . sin(6>) cos(0) — i sin(0) e~ 16 

1 cos(0) 

Et a — tan(er) = sin ^ ainsi 

cos(a) 
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1 + ia 
1 — ia 



2 ia 



/I + iz\ n 1 + ia „ a kn 

- =- ^e 2tne =e 2ia <^2n0 = 2a + 2/ctt, k G TL <=> 9 — — I ,k G {0,1, ...,n — 1} 

VI — iz/ 1 — ia n n 

Done les solutions sont 



a /C7T 



( 6 ^ lCTC\ 

— H ),/c 6 {0,1, ...,n — 1} 

n n J 



Avec a = tan(a) 
3. 



a/3 + i 

V3 + i _ 2 

a/ 3 — i a/ 3 — i 



e l 6 

/7T 

e l 6 



.71 

= e l 3 



.71 

l— 



On peut aussi exprimer ce quotient sous forme algebrique et constater qu’il vaut e 3 . 
On cherche les complexes tels que 

|z 3 l = 

n 



z 3 = e l 3 <^> 



.71 

e l 3 



m 3 = i 

7T 

3 



arg(z 3 ) = ^ + 2/ctt, fc£2°( 3 ar g<» = ? + 2/ot ' k E 11 
|z| = 1 

^ (arg(z) = | + -j". /c G {0,1,2} 

V3+; 



II y a trois racines cubique de z k = e 9 3 ,k e {0,1,2} 

y V 3 — 1 

,n_ .7rt , 13n 

z 0 — e 1 ^) z x — e l 9 ; z 2 = e l 9 



Allez a : Exercice 27 : 



Correction exercice 28 

2z+l 



On pose Z — j-, les solutions de Z 4 = 1 sont 1, i, — 1 et — i (ce sont les racines quatrieme de l’unite) 

2z + l „ „ 

<=> (z — 1 )Z = 2z + l<=>zZ — Z = 2z + l<=>zZ — 2z = Z + l<=> z(Z — 2) = Z + 1 



Z = 



z — 1 



II y a 4 solutions 



Allez a : Exercice 28 : 



<=> z = 



Z + 1 
Z — 2 

1 + 1 



Zq = 



1-2 



= -2 



_ i + 1 _ (t + 1)(— i — 2) _ 1 -2i - t -2 _ 1 3. 

Zl ~ 1^2 ~ l 2 + (— 2) 2 5 " _ 5 _ 5 l 

-1 + 1 

Z 2 — — — = 0 

2 -1-2 

-i + 1 _ (-/ + l)(i — 2) l + 2i + i — 2 13. 

^7^2 - (-2) 2 + (-1) 2 " 5 " _ 5 + 5 l 



z 3 



Correction exercice 29 : 

II faut d’abord ecrire " . sous forme trigonometrique 

1 — lyJ3 



l-l 
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1 — i 
1 - i^J?, 



Vz(^-iV2 

~4f4) 



.n 

-l-r 



P 4 ■( n n\ . n 

= JZ — = V2e‘(" + 3 ) = V2e‘i2 



e 3 



Premiere methode 



= (ir^f) " z4 = ( v ^ ! " 2 )' = 4e ' f ~ 



|z I = 



4e 3 



7T 



arg(z 4 ) = — + 2 /c7t, /c£Z 
|z| - V2 



|z| 4 = 4 

H ^ 7T ^ ^ J TT IfTT 

(4 ar gO) = 3 + 2k *> kE % jarg(z) = — + — , k 6 { 0 , 1 , 2 , 3} 

II y a quatre solutions 

z 0 — V 2 e l i 2 ; z x — V2e t vi2 + 27 = V2e 12 ; z 2 = V2e vi 2 +7 V — ^2 e 12 ; z 3 = V2e vi 2 + 2 J = V2e 12 
Deuxieme methode 

_ 1 -i (1 — i)(l + tV3) l + iV3-t+V3 1+V3 , . V3-1 

On pose a = - — — — = = — - — I - 1 ■ 



l 2 + (-V3) 



,4 _ 



4 4 

4 



= f — ) <0 z 4 = a 4 0 (— ) = 1 o — g{ 1, t, — 1, — i] <0 z 6 {a, ia, —a, — ia) 

Vl - iV 3/ V a / a 

/ 1 + V3 V3-l\ V3 — 1 1 + V3 



ia — 1 



+ l ' 



+ l ' 



—a = — ■ 



1 + V3 V3 - 1 



— t- 



4 4 

V3-1 1 + V3 



-ia = 



4 4 

Remarque : 

if— +/e— 1 

En reunissant ces deux methodes on pourrait en deduire les valeurs de e viz z/ ; k 6 {0,1, 2, 3}. 
Allez a : Exercice 29 : 



Correction exercice 30 : 

1. 

/ 1 V3\ 277T In /I V3\ , n 

it 2 = 4 ( — - + i — J — 4e 3 ou = ±2e 3 = +2 ( - + i — I — +(l + iV 3) 

2. On pose it — — 

z-l 

z + i 

it = o it(z — i) = z + i <=> uz — iu — z + i ^ uz — z — iu + i z(u — 1) = i(it + 1) o z 

z — 1 

it + 1 

— i 



it — 1 



II y a deux solutions 



,l + iV3 + l_.2 + iV3_ 2 

Zl " 1 T+ijT^i ~ 1 —[^T ~ vf + 1 



-l-tV3 + l -iV3 V3 V3(2-iV3) 2x/3 3 

z 2 = i ;= = i 1 = = = = 5- = — + - i 

-1 - iV3 - 1 -2 - iV3 2 + iV3 2 2 + (V3) 7 7 



Allez a : Correction exercice 30 : 



Correction exercice 31 : 



39 




z-1 



On pose u — 7 et on cherche les solutions de it 3 = —8 

|w 3 | = |-8| 



z-t 

,3 



u 3 — — 8 <=> 



| if | 3 = 8 



.arg(it 3 ) = arg(— 8 ) + 2kn, k EZ (.3 arg(it) — n + 2kn, k EZ 

M = 2 

TC 2 kir 

arg(u) = — 3 — — , k £ { 0 , 1 , 2 } 



II y a 3 solutions 



,V3 



.Stc 






u 0 — 2e l 3 — 2 + i— J ~ 1 3" tV3; u 1 — 2e in — —2 et it 2 = 2e l 3 = 2 — i — J = 1 — iv/3 

z — 1 

u — 7 <=> u(z — 1 ) — z — 1 <=> itz — iu — z — 1 <=> itz — z — — 1 + iit <=> z(u — !) = —! + iu <=> z 



z — 1 



—1 + iu 



u — 1 



z 0 = 



-1 + iiio — 1 + i(l + 1 V 3 ) — 1 — V3 + i 1 .13” V3 



Wo - 1 



— “7= + l 



Z 1 = 



1 + iV3 - 1 iV3 V3 V3 

—1 + iit-L — 1 — 2i 1 2 _ 



3 + 3 l 



z 2 = 



u ± — 1 —3 

l + iu 2 -l + t(l-tV3) -l + V3 + t 1 .-1 + V3 



w 2 - 1 1 — i>/3 — 1 



-iV3 



— — — 3- i ■ 
V3 



V3 



Allez a : Exercice 3 1 : 



Correction exercice 32 : 

2ikn 

1. X k — e~^~ , avec k E {0,1,2}. 

2 in /27T\ / 27T\ 1 iV3 /47T\ /47T\ 

X 0 = 1,X 1 = e 3 = cos J + i sin J = - - + — = j,X 2 = e 3 = cos J + i sin J 

1 iV 3 _ _ 

” ~2~^2~ ] 

_ 4ijr / 2iir\^ 

2. j = X 2 = e~ = = y 2 

3. 3 = 1, puisque 7 est solution de X 3 — 1, done j x j 2 = 1 => j = — . 

4. 1 +7 + 7 2 = = 0 car 7 =4 1 et 7 3 = 1. 

Autre solution 1 + j + j 2 = 1 + (— ^ + (— ^ = 0 

C’est moins bien car un resultat du cours est que la somme des racines n-ieme de l’unite est nul, et, ici 
1,7 et 7 2 sont les trois racines troisieme de l’unite. 

_ 1 1 . „ , . .n 1 

5. — : = — — = car 1 + / = — / et — — /• 

1 + J -J 2 J J J J 

6. La division euclidienne de n par trois dit qu’il existe un unique couple (q, r) £ N x {0,1,2} tel que n — 
3 q + r, done j n — j 3q+r — (J 3 ) q j r — l q j r — j r , autrement dit si n = 0 [3], j n — 1 si n = 1 [3], 
j n — j et si 7 = 2 [3] alors j n — j 2 . 

Allez a : Exercice 32 : 



Correction exercice 33 : 
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z 3 = -(— 1 + i) <=> z 3 = I <=> z 3 — — —e l 4 <=> < 

4 V 4 V 2 2 / 2a/2 



V2 ( V2 . V2 ' N 
T\ T + l T, 



|z 3 | = 



1 3 in 

-e 4 



(V2)‘ 



, 3tt 

arg(z 3 ) = — + 2/c7t, k E TL 
4 



|z| 3 = 



|z| = 



<=> { 



(V2) 3 J V2 

37T 7T 2/c7T 

3 arg(z) = — + 2kn, k El (arg(z) = - + —-,kE {0,1,2} 



4 

l j(— | 2toT \ 

II y a trois solutions Z/,. = — e V 4 + 3 ), k E {0,1,2} 

V2 



1 i? 



1 1 41t7T 1 YTT 47T\ 1 19OT 

Z 0 = — e "4; Zi = — e V4 3 J = — e 12 ; Z, = — e U 3 ) = —e 12 

V 2 V 2 V 2 V 2 V 2 

/ 1 .ot , 2kn\\ 4 1 ./ ,8kn\ 1 ,(8/c+3)7r 

(z k y=Q=e‘^)) 

11 1 .117T 1 .7T 1 .1971 1 .7T 

(z 0 )« = = — <= R; (*,)« = je ‘ 3 =je'3=« 

II n’y a que z 0 dont la puissance quatrieme est dans E. 



Allez a : Exercice 33 : 



Correction exercice 34 : 

1. Les racines quatrieme de l’unite sont {1, i, —1, —i}. 



o 1 -Vs 

2. i — = e 3 done 

2 2 



3. 



f 



. 1 V3 4t7T 

X 4 ----i — <^>X 4 -e 3 <^> <( 
2 2 



l* 4 l = 

47T 



4 OT 
e“3“ 



|A | 4 = 1 
47T 



arga 4 )=^+2 to, ieZ (4arg(X) = T +2te, tEI 



m = i 

<=> t n kn <=> 

(arg(Z) = — + — , k G {0,1, 2, 3} 



.rn kn\ 

X k = e l ^ + ~),k E {0,1,2, 3} 



II y a quatre solutions : 



V3 



i- 1 

**- si ~2 + ‘ 2 



i( 7 L+ T X\ 5i?r V3 1 

X, = e‘l3 + 2j = e 6 =- — + i- 
1 2 2 

i(—+n) lire 1 V3 

X 2 - e yz > - e 3 — 

2 2 2 

PE V3 .1 

2 1 2 



.m 3jn Hot 

A 3 = 2 > = e~6~ = e 6 = — - i 



Autre solution 



— = y 2 . Done X 4 = ---i — = j 2 <^X 4 -j 2 = 0. Or 
2 2 J 2 2 J J 

X 4 -j 2 = (X 2 - j)(X 2 + ;) = (A 2 —j 4 )(X 2 - i 2 j 4 ) = (A — j 2 )(X + ; 2 )(A - i; 2 )( A + i; 2 ) 
D’ou les solutions : 



V3 , i 



A=; 2 = -i-^,A = i + ^,A = i(-i-^U^etA = -^ 
J 22 22 \ 2 2 / 2 2 22 
Z-4 1 5 



On pose Y — X , l’equation est alors du second degre. 
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, / 1 V3\ 1 V3 

r 2 +--+/— — =o 

\ 2 2 2 2 



Le discriminant est 



A = 



1 V3^ 

2 + 'T, 






1 3 V3 3 3iV3 

— — — — i — — |- 2 + 2iv3 — — H — — 

4 4 2 2 2 



= 3 U + 



Done les solutions de 5 2 = A sont 5 = V3e e = V3 + i = 

L’ equation du second degre a alors deux solutions : 



Lit 

— \[3e T — 



V3\ ur 

i ~) = 3e3 

r 3 , ,V3. 
-(-+ l—) 
v 2 2 ' 



1 , .V3^ 

2 + 1 2 , 



^3 . V3 ^ 

>2 + l 2 , 



E, = 



,V3 



Et 



l 1 , ■ V3 V 3 . V3 

“ _ 2 + t ~ + 2 + l ~ 



E, = 



L’ equation du huitieme degre a pour solution : 



= 1 



Autre solution 



E 2 + 



1 V3 V3 1 1 V3 V3 1) 

1,- + i— ,i , — — + i — ,— 1, — i — i ,— — i - 

2 2 2 2 2 2 2 2 



/ 1 V3\ 1 V3 , , /E\ 2 E 

(-5+^-2-'- = °^ + ' Y+ ' =0 ~(7j + 7 



+ 1 = 0 



Les solutions de T 2 + T + 1 = 0 sont T 1 — j et T 2 — j‘ 
Done j = ; <=> Y x = j 2 et y = ; 2 <=> E 2 = ; 3 = 1 

Et on termine de la meme fa£on. 

Allez a : Exercice 34 : 



Correction exercice 35 : 

La on a un probleme parce qu’il n’est pas simple de mettre 11 + 2i sous forme trigonometrique, 
essayons tout de meme : 

111 + 2i| = Vll 2 + 2 2 = x/l21 + 4 = Vl25 = 4^ = 5V5 = (V5) 3 
Si on appelle 9 un argument de 11 + 2i, on a 

cos(0) = ih et Sin(s)= i^f 

II ne s’agit pas d’un angle connu. Done il va falloir etre malin, on cherche z — a + ib tel que 
(a + ib) 3 = 11 + 2 i <=> a 3 + 3 a 2 (ib) + 3 a(ib) 2 + (ib) 3 = 11 + 2 i 

<=> a 3 — 3 ab 2 + i(3a 2 b — b 3 ) = 11 + 2i <=> ( a ~ ^ 

l3a 2 b-b 3 = 2 

On sait aussi que 

3 3 3 

|(a + ib ) 3 1 = |11 + 2i| <=> |a + ib\ 3 — (V5) <=> ^ / a 2 + b = (V5) <=> a 2 + b 2 — 5 

On remplace a 2 =5 — b 2 dans 3 a 2 b — b 3 — 2 

3(5 - b 2 )b - b 3 = 2 <=> -4b 3 + 15b = 2 <=> 4b 3 - 15b + 2 = 0 
II y a une racine presque evidente b = — 2, si on ne la voit pas on peut aussi remplacer b 2 = 5 — a 2 
dans a 3 — 3 ab 2 — 11 

a 3 — 3a(5 — a 2 ) = 11 <=> 4a 3 — 15a — 11 = 0 
La e’est plus clair, a 0 — — 1 est solution done on peut factoriser par a + 1 



42 



4a 3 — 15a — 11 = (a + l)(4a 2 — 4a — 11) 

(C’est facile a factoriser) 

Les racines de 4a 2 — 4a — 11 sont a ± — ^ — 43 et a 2 = ^ + 43 
Pour trouver les valeurs de b correspondantes on reutilise 1’ equation 

3 a 2 b — b 3 = 2 <=> b(_3a 2 — b 2 ) = 2 <=> b(3a 2 — (5 — a 2 )) = 2 <=> b — 

2 



4 a 2 - 5 



a = —1 => b — 



= -2 



4(— l) 2 — 5 
2 2 



1 1 
- x 



2 ^ 4(i-V3) 2 -5 4(i-V3 + 4)-5 12 " 2 3 - V3 

3+43 



1 3 + V3 

~2 X 9-3 



12 



- 1 +V3^6- 2 - 2 - 2 

2 4 (l + V3) 2 -5 4(i + V3 + 4)-5 12 + 4V3 2 3 + 43 

3 - V3 



111 3-V3 

- x — = - x 



2 9-3 



12 

Pour bien faire, il faudrait faire la reciproque (parce que les equivalences ne sont pas claires), admis. 
11 + 2t admet trois racines cubiques 

1 3+V3 1 3-43 

-1-2i;--V3 + i— ;-+V! + .— 

Allez a : Exercice 35 : 



Correction exercice 36 : 



1 + ty/3 m 



7 e 3 -JL 

— — - = e l yz a) = e l i 2 = cos I — I + i sin I 



V2(l + 0 



.71 

e l 4 






1 + , , 

— 2 2(l + iV3) (1 + iV3)(l — 0 V2 

^ V2- 



v/2(l + i ) v/2(l + i) 



l 2 + l 2 



= — (1 - i + iV3 + V3) 



V2 , r - , V2 . r - ■. 

= — (l + V3) + i — (— 1 + V3) 



On deduit de ces deux egalites que 



/7T\ 42, V2+V6 

r- 

/ n \ 42 , r~, —42 + V6 

sm y=T(- i+v5 )=^^- 



Puis que 



tan 



^ _ sin © _ X H + V3) _ (-1 + V3)(l - V3) _ -1 + 2V3 - 3 

VI 2 ) ~ 



121 c0s (ix) ^(l+V 3 ) (1 + V3)(l - V3) 1 

Et enfin que 
/5t- 

tan I — I = tan 1 



= 2-43 



f3n^ (Ti n ^ 1 1 2 + V3 

lT2j = tan l2-l2l = ^^gJ = irvf = ( 2 _V3)(2 



+ V3) 



2 + V3 

4-3 



= 2 + 43 



Allez a : Exercice 36 : 
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Correction exercice 37 : 

On cherche les complexes z tels que z 4 — 81 

z 4 = 81 <=> z 4 - 9 2 = 0 <=> (z 2 - 9 )(z 2 + 9) = 0 <=> (z 2 - 3 2 )(z 2 - (3i) 2 ) = 0 

<=> (z — 3 )(z + 3)(z — 3 i)(z + 3i) — 0 

II y a 4 racines quatrieme de 81 : 3, —3, 3i et — 3i 

La meme methode ne marche pas pour les racines quatrieme de —81. 

f Iz 4 | = |-81| 1 |z| 4 = 81 = 3 4 

larg(z 4 ) = arg(— 81) + 2kn, k EZ (4 arg(z) = tt + 2kn, k EZ 

( \z\ = 3 

<=> < „ „ n kn 

(arg(z) =- + —,k e {0,1,2, 3} 

Jn kn\ 

II y a 4 racines quatrieme de —81 : z k — 3e 1 ^ 2 ) i k E {0,1,2, 3} 

z 0 = 3 A = 3 (^+i^r\ = 3V2(1 + i) 



z 4 = -81 <=> 



.37T / V 2 a/ 2\ _ 

Zl = 3e ~T = 3 (-_+/-_) = 3V2(— 1 + 0 

; 57r ( V2 V2\ 

z 2 = 3e l 7 = 3 ( - — - i — j = -3V2(1 + i) 

til 1 A/2 V2\ _ 

Z3 — 3e 4 = 3l — -i — J = 3V2(l-0 



Allez a : Exercice 37 : 



Correction exercice 38 



1. 



2 ikn ikn 

a. Zfc = e~2n~ = e7T 5 k E {0,1, ...,2n — 1} 

b. 

\z n \ = 1 



Z n = -1 <=> 



[n; 



^ |z| n = 1 

arg(z n ) = arg(— 1) + 2kn {narg(z) = 7r + 2kn 
|z| = 1 
„ n 2kn 

arg(z) = - + , k E {0,1, ... , n - 1} 



n n 

i(n+2kn) 

II y a n solutions z k — e n , k E {0,1, ... , n — 1} 

in 2ikn 

Soit encore z k — e~He n 

c z n — l 

2. Premiere solution z 2n = 1 <=> { _ 

I z n - -1 

La somme des racines 2n-ieme de l’unite (qui est nulle) est la somme des racines n-ieme de l’unite 
(qui est nulle) plus la somme des complexes qui verifient z n = — 1, done la somme des complexes 
qui verifient z n = —1 est nulle. 

Deuxieme solution 



2in\ n 

n- 1 n-1 n-1 k 1_(p~] „ z 17171 

Z in 2 ikn in v — 1 2 ikn HE ' ( 2m \ EZE \ / HE 1 — e n 

ene n =en2_ i en =en2_ i (en) =en 2 7^= en 

/e=0 /e=0 k= 0 1 — e n 1 — e n 



2 inn 



in 1 



j2in 



— e n 



2in 
1 — e~n 



- = 0 
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Car e « A 1 pour n > 2. 



Allez a : Exercice 38 : 



Correction exercice 39 : 

1 . On pose z\—z\ — zf 



kfl = |z 3 | 



l z 2 l 3 = l z il 3 



(arg(zf) = arg(zf) + 2kn,k EZ (3 arg(z 2 ) = 3arg(z x ) + 2kn,k E Z 

{ \z 2 \ = l z il 

<=> < 2kn 

) arg(z 2 ) = arg(Zi) + — ,fc G {0,1,2} 



Done 



./ , ,,2kn\ . , , 2ik.n / 2t7r\ fc 

z 2 = |z 1 |e I v arg ^ + 3 7 = |z 1 |e iarg< - Zl - ) e 3 = z 1 3 J = z 1 j k 

Les solutions sont z 2 = z l5 z 2 = jz 1 et z 2 = j 2 z 1 

De meme les solutions de zf = zf sont z 3 = z 1? z 3 = jz ± et z 3 = 

2. z 6 + (7- i)z 3 - 8 - 8i = 0 
On pose Z — z 3 

z 6 + (7 - Qz 3 — 8 — 8i = 0<=>Z 2 + (7 — 0 — 8 — 8i = 0 

Le discriminant est 

A = (7 - i) 2 - 4(— 8 - 8i) = 49 - 14i - 1 + 32 + 32i = 80 + 18i = 81 + 2 x 9i - 1 

= (9 + 0 2 

_ —(7 — 0 — (9 + 0 _ —16 _ 

Z | _ — o 



z, = 



2 2 
-(7-0 + (9 + 0 2 + 2i 



— 1 + i 



On cherche alors les z tels que z 3 = —8 = (20 3 et les z tels que 



, z— / V2 V2\ i ,ZE / 1 iZE\ 3 

r 3 = l + i = a/ 2 ( — + i — j = 22e 4 = (26ei2j 



D’apres la premiere question 



z 3 = (— 2) 3 oz£ {—2, — 2j, —2 j 2 } 



( 1 f 1 wr 1 nr 1 nr") 

26ei2 j ozE |26ei2,y26ei2j' 2 26ei2> 

On peut arranger ces deux dernieres solutions 

1 irc_ 1 2t7r in_ 1 ./ 7r 271^ 1 9wr 1 3t7r 1 

; 26ei2 = 26e 3 ei2 = 26e l (i2 3 7 = 26eT2" = 266“ = -i26 
1 in 1 4t7r in 1 .in 47n 1 I7i7r 

j 2 26ei2 = 26e 3 ei2 = 26e l vi2 + 3 J = 26eAT~ 

Bref 1’ ensemble des solutions est 

( 1 in 11 1 7 

j— 2,— 2 ),— 2 j 2 , 26 ei 2 ,— i26,26e 12 j 



Allez a : Exercice 39 : 



Correction exercice 40 : 

On ne peut pas trouver la forme trigonometrique de — 7 — 24i. 

-7 - 24i = 9 - 2 x 12t - 16 = (3 - 40 2 = (4 - 4i - l) 2 = ((2 - 0 2 ) 2 = (2 - 0 4 
On cherche les z qui verifient z 4 = (2 — 0 4 

z 4 — (2 — 0 4 <=> z 4 - (2 - 0 4 = 0 <=> (z 2 - (2 - i) 2 )(z 2 + (2 - i) 2 ) = 0 

<=> (z 2 - (2 - 0 2 )(z 2 + i 2 ( 2 - 0 2 ) = 0 <=> (z 2 - (2 - 0 2 )(z 2 - (2 i + l) 2 ) = 0 
<=> (z — (2 — 0)( z + (2 — 0)( z — (2t + l))(z + (2i + 1)) = 0 
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L’ ensemble des solutions est 
Allez a : Exercice 40 : 



{2 — i, — 2 + i, 1 + 2 i, — 1 — 2 i] 



Correction exercice 41 : 

II faut mettre sous sa forme trigonometrique. 



r 2 i- 

1 + iV3 _ V 2 2 / _ e 3 _ 2in 



Autre methode 



1 + iV3 _ (l + iV 3) _ 1 + 2iV3 - 3 _ 1 . V3 _ 2in 

1 - iV3 “ 12 + (_V3) 2 ” 4 - _ 2 + ‘T“ C 3 

, 1 + /V3 , 2i„ f lz 6 l = l f l z l 6 = 1 

7 ° _ ryb _ 



1 - iV3 



arg(z 6 ) = — + 2/ar, k E TL (6 arg(z) = — + 2/ar, k E TL 

\z\ = 1 



<=> 1 , „ 7T 2 /ctt 

(arg(z) = — H — 3 — G (0,1,2,3,4,5,6,7,81 



Les solutions sont 



./tt , 2kn \ 

z k = e l y9 + —),k E {0,1,2,3,4,5,6,7,81 



z 4 = 



1 — i 

1 + iV3 






2 i + i f 



_ ^ 

V2e l 4 1 ,7 ^ ^ 

= — = 2 _ 2e v 4 3) = 2 ' 



o -7T 

2 e l 3 



1 7t7T 

2 e 12 



1 _7in \ |z 4 | - 2 2 ( | Z | 4 = 2 2 

Z 4 — 2 2g 12 <=> { <=> < y^- 

arg(z 4 ) = — — + 2 /c 7 t, k ETL ^4 arg(z) = — — + 2/ar, k ETL 
r 1 



<=> 



\z\ = ( 2 -iy = 2~i 
7n kn 

arg(z) = ” 4 g + ~ 2 > k G (0, 1,2,3} 



II y a 4 solutions 



z k 



1 .( 7n kn\ 

= 2 _ 8e I v 48 + ^“J,/c G (0,1,2,31 



z 6 + 27 = 0 <=> z 6 = -27 <=> 



lz 6 l = |-27| 



f |z | 6 = 27 = 3 3 



larg(z 6 ) = arg(— 27) + 2 /or, 1 c£2 (6 arg(z) = n + 2kn, k ETL 



<=> 



II y a 6 solutions 



| z | = (3 3 )6 = 32 = V3 
n kn 

arg(z) =- + —,kE {0,1,2,3,4,51 
o 3 

. /7r /ere', 

z k = y/3e l ye + ^-),k E {0,1,2,3,4,51 

r- iZE /-/V3 1\ 3 .a/3 

z 0 = v3e 6 =V3 — + -1 =- + 1 — 
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z x - V3e 2 - iV3 



Sin / V3 1\ 3 ,V3 

z 2 = V3e 6 =^{- T + 2‘) = -2 + ‘T 

ft Z» !=( V5 3 ,V3 

Z3= V3 S 6 =V3^- T -- I j = ---. T 

z 4 = VSe 2 ? = -iV3 



z 5 = VfcfTT = V5 



3 ,V3 

2 ~~ l T 
(z + D £ 



27(z - l) 6 + (z + l) 6 = 0 <=> (z + l) 6 = — 27(z - l) 6 <=> ^ ^ = -27 <^> ( — ^ ) = -27 



(^) 



z+l 



On pose Z = — 

Z 6 = -27 <=> 



|Z 6 | = |-27| 



f 



|Z| 6 = 27 = 3 3 



.arg(Z 6 ) = arg(— 27) + 2 /c7t, k G Z (6 arg(Z) = n + 2kn, k E7L 

|Z| = (3 3 )5 = V3 
, „ n kn 

arg(Z) — — + — , k £ {0,1,2,3,4,51 
6 3 



II y a 6 solutions 

Z k = yfSe^+irXk £ (0,1,2,3,4,51 
II faut alors trouver z en fonction de Z, 
z + l 

Z = <=> Z(z — 1) = z + 1 <=> Zz — Z = z + 1 <=> Zz — z = Z + 1 <=> z(Z — 1) = Z + 1 <=> z 

z — 1 

Z + l 



Z- 1 



II y a 6 solutions 

z k + 1 (Z/c + l)(Z/{ — l) Z fc Z^-Z fe +Z^-l iZ/f | 2 — (z k — Z^) — 1 



Zfc = 



z fc - 1 (Zk- l)fe - 1) - Z fc - Z fc + 1 lZ/,-1 2 — (z fc + Z fc ) + 1 

|Z fc | 2 — 2iJm(Z k ) — 1 3 — 2i3m{Z k ) — 1 2 — 2i3m(Z k ) l — iJm^Zj^ 

~ \Z k \ 2 - 23Le{Z k ) + 1 ~ 3 - 232e(Zj + 1 ~~ 4- 2J2e(Z k ) ~ 2 -52e(Z fc ) 

^ ^ 3 , .V 3 1 1 2 o-/+ 

Z Z £ 

Z 2 

!— HE r- 1 - iV3 1 V3 

Z 1 =V3e2 = ^3=^ = — = - -i — 

5pr 3.V3 1 ~ i -y 2 . V3 

Z 2 — V3e 6 — — — + i — => z 2 — 5— — — — i — 

Z Z 2+| 7 7 

a/3 

ZiZE 3 V3 1 + iV 2 V3 

Z 3 = V 3e 6 = — - — i— =>z 3 = 5 — — —+i — 

3 2 2 3 0 , 3 7 7 



Z 4 = V3e¥ = -iV3 



2 + 2 
1 + iV3 1 V3 

z 4 = n = + + 



liiTT 3 V3 1 + 

Z 5 = v3e 6 = --i— =>z 0 = = 2 + iv3 
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Allez a : Exercice 41 : 



Correction exercice 42 



2ikn 



1. Ce sont les racines cinquieme de l’unite, il vaut mieux connaitre la formule z k — e s , k E 
{0,1, 2, 3,- 4} 

Sinon il faut absolument retrouver la formule tres rapidement 

f |z 5 | = |1| f \z\ 5 = 1 

larg(z 5 ) = arg(l) + 2kn, k E7L IS arg(z) = 0 + 2kn, k El 
\z\ = 1 

. 2kn 

|arg(z) = — , k E {0,1, 2, 3, 4} 



z 5 = 1 <=> 



2ikn 



D’ou z k — e s ; k E {0,1, 2, 3, 4), c’est-a-dire 

2in Ain 6 in _ Ain 

z 0 = 1; z-l = e s ; z 2 = e s ; z 3 = e s = e 5 = z^; z 4 



8i7T _ 2 in 

e 5 = e 5 —~zl 



, , /— ( y[2 V2\ . 1 

z s — 1 — i <=> z — v2 I — + i— 1 <=> z 5 = 22e 4 <=> 



|z 5 | = 22 



7T 



|z I 5 = 22 

5 arg(z) = — + 2kn, k E7L 
4 

1 ,/n 2kn\ 

— 2Toe l \20 + ~s~). 



arg(z 5 ) = — + 2kn, k E7L 
4 

l 

| z | = (21) 5 = 210 

TE 2 klT 

arg O) = — + — , k E {0,1,2, 3,4} 



^ z k - 2 iog t V 2 o" r 5 1, k E {0,1, 2, 3, 4} 

Il y a cinq solutions 

1 _ .n_ J_ .977 J_ .1771 J_ .2577 J_ .577 J_ 

z 0 = 2 ioe l 20 ; Zl = 2 ioe l 20 ; z 2 = 2ioe t 20 ; z 3 = 2ioe t 20 = 2ioe l 4 = -2io x V2(l + i) 

1_ 1 3 J_ .3271 J_ .877 

= -2io + 2(l + 1 ) = -25(1 + 0; Z 4 = 2ioe l 20 = 2ioe l 5 



z 3 = 2 — 2i <=> z 3 = 2V2 



( V2 . V2\ _ , r=\ 3 

--, T j« Z 3 = (V2) e 4« 

|z| 3 = (V 2 ) 

n 



|z 3 | = (V2)' 



7T 



arg(z 3 ) = — — + 2 /c7t, k E IL 

|z| - V2 
7T 2/c7T 



3 arg(z) = - - + 2/or, ic£2 | arg(z) = - — + — — , k E {0,1,2} 



77 ,2k7t1 

Il y a trois solutions z k — V2e l v iz^TV, k E {0,1,2} 

_.7r ./ n 2n\ 7 in .( n An\ I5t7r Sin .n 

z Q — v2e t l2;z 1 = v2e t v 12 + 3 7 = V2e"i2";z 2 = v2ev 12 3 7 = V2e 12 = V2e^T = — V2e l 4 



z 5 = z <=> 



\z \ = M 



|z| 5 = |z| 



.arg(z 5 ) = arg(z) + 2/or, ic£2 15 arg(z) = - arg(z) + 2/or, k E IL 



f (l z l 4 — l)|z| = 0 

16arg(z) = 2kn,k G TL ^ ] arg(z) = ^-,kE {0,1, 2, 3, 4, 5} 



|z| 4 — 1 = 0 ou |z| = 0 
kn 



\z\ = 1 



«{z = Oou- 



JcTC 

arg(z) = — ,/e G {0,1, 2, 3, 4, 5} 



.kn 



Il y a 6 solutions : z = 0 et z k = e l 3 , k G {0,1, 2, 3, 4, 5} 



48 



Allez a : Exercice 42 : 



,E 1 V3 , 2 tt 

z = 0; z 0 = 1; Zj = e 3 = - + i — ; z 2 = e 3 = 



1 V3 

2 + 'T ; 



.47T 



z 3 = e t7r = 



-1; z 4 = e 3 = 



1 

2 



V3 



.5n 



l T ;Zs = e 3 = 2 



V3 



Correction exercice 43 : 

1. On cherche les complexes tels que 



|z|" = 1 



(arg(z n ) = arg(— 0 + 2/czr, jn arg(z) = — — + 2kn, k E7L 

|z| = 1 

<=> t , „ T[ 2 /ctt 

arg(z) = - — + ,k G {0,1, 1} 

1 2n n 



Les solutions sont les 



./ n 2kn\ 

Z k — ev 2n + ~n~),k G {0,1, ... ,71 — 1} 



On cherche les complexes tels que 



|z n | = V2 



z n = 1 + i — yfl (^- + i \ — V2e l 4 <=> t Tt 

2 2 / j arg(z n ) = — + 2kn, k ETL 

4 



\z\ n =V2 = 22 | Z | — 22 n 

j[ v — / a jj' 2 /c7t 

narg(z) =- + 2kn,k G Z (arg(z) = — + G {0,1, ...,n - 1} 



4n n 



Les solutions sont les 



1 .( n 2kn\ 

? t (,4 n + ~) 



z k — 22ne t V4n" 1 n~J f k G {0,1, ..., n — 1} 

2. z 2 — z + 1 — i — 0 
Le discriminant vaut 

A = (-1) 2 - 4(1 - i) = -3 - 4i = 1 + 4i - 4 = (1 + 2 i) 2 
II y a deux solutions 

1 - (1 + 2i) 



Zi = 






1 + 1 + 2i 

z 2 = ~ = 1 + i 



3. z 2n — z n + 1 — i = 0, on pose Z — z r 



Z = -i 



z n — —i 



z 2 n — z n + 1 — i — 0 <=> Z z — Z+1 — i = 0 <=> 1 ou <=> 1 ou 



\Z = 1 + i lz n = 1 + i 



L’ ensemble des solutions est 



.( n 2kn\ 1 .( n 2k'n \ 1 

> l \ 2 n + n ) t k G {0,1, ...,n — 1}, 22ne \ 4n « /, k' G {0,1, ... , n — 1} > 



Allez a : Exercice 43 : 



Correction exercice 44 : 

1. 

(z — 1)(1 + z + z 2 + — f z n_1 ) — z + z 2 + — I- z n_1 + z n — (1 + z + z 2 + ••• + z n_1 ) 
= z n - 1 

Done 
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1 + z + z + — 1 - z n — 



z n - 1 
z — 1 



II s’agit de la formule connue donnant la somme des termes d’une suite geometrique. 



2 . 



e lx — 1 — e 2 I e 2 — e 2 



( ix _ix\ 

e2 - e 2 J - 



ix /X\ ix ,X\ 

e 2 x 2 i sin ( — J = lie 2 sin ( — ) 



2 n ( e^ x ^) — 1 g ^ 

Z n = i + e ix + e 2ix + - + e( n ~V ix = l + e ix + (e ix ) + -+(e ix ) = v J 



Comme 
On a 



Et 



e ix _ 1 e lx -1 



( inx _inx\ 

eZT - e ^2T\ 

c / ix _ix\ 

" e2" - g TJ 



2i 



= e 2 2 



. . mx\ 

■ sm (,— j 

© 



. znx\ 
( n-i)ix sin ( -y ) 

— e 2 - 



2 i sin 



sin 



© 



= (cos((n — l)x) + i sin((n — l)x)) 
(nxr^ 



. rnx\ 
sm (-j - J 



sin g) 

V. 2 J Sm. 1 2 

= cos((n— l)x) + i sin((n — l)x) z 



sin 



rnx\ 



sin 



© 



sin 



© 



X n + iY n = 1 + + e 2ix + - + e (n ~ 1)ix 



1 + cos(x) + cos(2x) + — I- cos((n — l)x) = cos((n — l)x) 



. rnx\ 

sin VTJ 



sin(x) + sin(2x) + — I- sin ((n — l)x) = sin ((n — l)x) ■ 



sin g) 



sin 



© 



Allez a : Exercice 44 : 



Correction exercice 45 



2ikn 



1. D’apres le cours, il existe k G {1,2, 3, 4) tel que a — e s . 

2. Comme a + 1 

1 — a 3 1 — 1 

1 + a + a 2 + a 3 + a 4 — — = = 0 

1 - a 1 - a 

3. /'(x) = 1 + 2x + 3x 2 + 4x 3 + 5x 4 d’une part et pour tout x A 1 

1 — x 6 

/ O) 



On a 



/'(*) = 



1 — X 



— 6x 5 (1 — x) — (1 — x 6 )(— 1) — 6x 5 + 6x 6 + 1 — x 6 — 6x 5 + 5x 6 + 1 



On obtient done l’egalite 



(1-x) 2 



1 + 2x + 3x 2 + 4x 3 + 5x 4 = 



(1 — x) 2 (1 — x) 2 

— 6x 5 + 5x 6 + 1 



On prend x — a 



1 + 2 a + 3a 2 + 4a 3 + 5a 



4 _ 



(1-x) 2 
6a 5 + 5a 6 + 1 — 6 + 5a + 1 



(1 - a) 2 



(1 - a) 2 
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5 



Car or = 1 et a b — a b x a — a, par consequent 

0 q . -5 + 5 a 1 - a 

1 + 2 a + 3 a 2 + 4a 3 + 5a 4 = — — - —5 



(1 — a) 2 



(1 — a) 2 1 — a 



= -5- 



2ikn 

1 - e “5“ 



( 2ikn\ / 2ikn\ 

i-.-r-) t-.-r-) 



= -5 



„ (2kn\ , . . (2kn\ . ( 2kn\ , . . {2kn\ 

1 - cos (— J + ■ sin (— ) r 1 - cos (— ) + 1 sin (— ) 



2ikn _2ikn 

1 - e - 5““ - e 5 + 1 



= -5 



2 1 



r . ( 2kn\ 

5sin (~J 

(i— m) 



2 1 



2 _ 2cos (2^) 



10 sin ( cos ( 



V 5 



4 cos 2 



\ k I 55 fkn 

, — -itan 

(?) 



(¥) 



Allez a : Exercice 45 : 



Correction exercice 46 : 

Soit / la fonction definie par 



fix') — 1 + x + x 2 + — \- x n — 



1 — x 



n + 1 



1 — X 



r , r ^ „ , „ , , (— (n + l)x n )(l — x) — (1 — x n+1 )(— 1) 

f'(x) = 1 + 2x + ••• + nx 1 = ^ _ 

— (n + l)x n + (n + l)x n+1 + 1 — x n+1 — (n + l)x n + nx n+1 + 1 



(1 — x) 2 (1 — x) 2 

On prend cette fonction en 6, et on rappelle que e n — 1 (et que done e n+1 = e) 

. — (n + l)e n + ne n+1 + 1 — (n + 1) + ne + 1 —n + ne 

~ (1 - e) 2 = (1 - e) 2 = (1 - e) 2 

n 



1 + 2e + 3e 2 + — I- ne n 1 = 

1-6 



— -n- 



(1 — e) 2 1-e 

Ce resultat est relativement satisfaisant mais on va tout de meme l’ecrire sous forme algebrique. 
Comme |e| = 1 



|e| = 1 <=> |er| 2 - 1 <^ 66 - 1 <^> 6 --- 



^ g.n-1 g.n-1 



6 66 



n—1 



— 6 



n—1 



Done 



1-6 



1-6 



n—1 



1—6 



71-1 



1 — 6 (1 — e)(l — e) 1 — (6 + e) + \e\ 2 2 — 2 72e(e) 

1 — e n_1 

1 + 26 + 3e 2 + — I- ne n_1 = — n x 



2-2 Jle(e) 



Allez a : Exercice 46 : 



Correction exercice 47 

Pour z A 1 



z+l 



On pose Z = — 



(z + l) n /z + l\ n 

(z + l) n = (z- l) n <=>1 ttzt=1 <=>( rl =1 



(z - l) n 



z — 1 



2ikn 



Par consequent Z est une racine n-ieme de l’unite et done Z — e n ,kE (0,1, ... , n — 1} 

z+l Z+l 

= Z <=> z + 1 = Z(z — 1)<=>z+1=Zz — Z<=> z( 1 — Z) = —(1 + Z) <=> z = - 

z — 1 Z — 1 

Ces equivalences sont vraies si z A 1 et Z A 1. II faut faire un cas particular si k — 0 car alors Z — 1. 

z + 1 Zikn: 

— e n , k 6 (1, ... ,n — 1} 

z — 1 
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z = 



2ikn 

e n +1 
2ikn 

e n — 1 



ikn / ikn _ ikn \ 

e n I e n + e n I 

ikn / ikn _ ikn\ 

e~lT I e~n~ — e ~n~ 1 



kn\ 

) _ (kn\ 



n fkn 
2 cos ( — 

— —i cotan I — 1 

(kn\ \n) 



2 i sin 



V n 



z+l 



Si k — 0, j- = 1 n’a pas de solution. 

On trouve n — 1 solutions, ce qui n’est pas une contradiction car 

(z + l) n = (z - l) n <=> (z + l) n - (z - l) n = 0 

Est une equation polynomial de degre n — 1 (puisque les z n se simplifient), est admet done au plus n 
1 solutions. 



Allez a : Exercice 47 : 



Correction exercice 48 



= Iz"l = |z| U\ n = U\ 

(arg(z n ) = arg(z) + 2kn,k G TL (narg(z) = — arg(z) + 2kn, k G Z 



|z| n 1 = 1 ou |z| = 0 

<^> 1 l „ , . _„oz = 0ou 



narg(z) = — arg(z) + 2kn,k G Z 

Iz| = 1 

« z = 0 ou { , N 2kn 

arg(z) = —TT’k E (0,1, -,n} 



\A = 1 

(n + 1) arg(z) = 2 kn, k G Z 



n + 1 ' 



2 ikn 



Les solutions sont z = 0 et les z k — e»+i , k G {0,1, ...,n}. 



Allez a : Exercice 48 : 



Correction exercice 49 

On rappelle que 



1 + p + /? 2 + p 3 + /? 4 + p 5 + p 6 = 0 



p p 2 p 3 p(i + /? 4 )(i + /? 6 ) + /? 2 (i + /? 2 )(i + /? 6 ) + /? 3 (i + /? 2 )(i + /? 4 ) 



1 + p 2 1 + p 4 1 + p 6 (1 + p 2 )(l + p 4 )(l + p 6 ) 

_ p 11 + p 7 + p s + p + p 10 + p 8 + p 4 + p 2 + p 9 + p 7 + p s + p 3 
~ P 12 + p 10 + P 8 + 2p 6 + P 4 + P 2 + 1 

p 4 + 1 + p 5 + p + P 3 + p + p 4 + p 2 + p 2 + 1 + p 5 + p 3 
~ p 5 + p 3 + p + 2P 6 + p 4 + p 2 + 1 

_ 2(1 + P +P 2 +P 3 +P 4 +P 5 ) _ 2 p 6 _ 

~ p* ~ ~~p r ~~ 2 

Cette solution n’est pas elegante du tout, il doit y avoir plus malin. 

Allez a : Exercice 49 : 



Correction exercice 50 : 



A(X) = 



e lx + e" 



,3 ix _|_ iXg-ix _|_ ggix g-2ix 



+ e 



-3 ix 



2 J 8 

e 3ix + e -3 ix + 3( e tx + e ~ lx ) 2 cos(3x) + 3x2 cos(x) 

” 8 ” 8 
1 3 

= -cos(3x) + -cos(x) 
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B (x) = 



o . . . 

gix _ g~ lx \ g3ix ^q2ix q-ix _|_ ^gix q-2ix _ g-3ix 






e 3t * - e 3lx - 3(e lx - e lx ) 2i sin(3x) -3x2 i sin(x) 

—8 i —8 i 

1 3 

= — -sin(3x) + -sin(x) 

4 g4 ix _|_ /^g3ix g-ix _|_ gg2iXg-2ix p ^giXg-3ix _|_ g-4 ix 



D(X) = 



2 J 16 

_ e 4to + e~ 4ix + \{e 2ix + 4e~ 2 ^) + 6 _ 2 cos(4x) + 4x2 cos(2x) + 6 

” 16 ~~ 16 
113 
= g cos(4x) + - cos(2x) + - 

g ix g -ix\ 4 g4ix /^g3ix g-ix _|_ gg2iXg-2ix /^gix g-3ix _|_ g-4ix 



_ e 4ix + e~ 4ix - 4(e 2 ^ + 4e" 2 ^) + 6 _ 2 cos(4x) -4x2 cos(2x) + 6 

~~ 16 ” 16 
113 
= g cos(4x) - - cos(2x) + - 



F(x) — cos 2 (x) sin 2 (x) = 



g ix _|_ g -ix\ 2 ( 0 ix _ 0 -ix\ 2 



e — e 



e 2ix + 2e ix e ix + e 2ix e 2ix — 2e ix e ix + e 2ix (e 2ix + 2 + e 2ix ^g 2ix — 2 + e 2ix> ) 
~ 4 X —4 ~~ —16 

g2ix g2ix _ 2e 2 ^ x + g2ix g-2ix _|_ 2e 2 ^ x 4 + 2e~ 2 ^ x + q~ 2 ^ x q 2 ^ x 2e~ 2 ^ x + g -2 ^g -2 ^ 

” —16 

g 4 ix _ 2 g2ix + 1 + 2e 2 ix _ 4 + 2 g-2tx + 1 _ 2 g-2 ix + g-4 ix g 4 ix + g-4 ix _ 2 

~~ —16 ~~ —16 
2 cos(4x) — 2 1 1 

= — = --cos(4x) +g 

Autre methode en utilisant les formules trigonometriques 

( 1 \ 2 i 1 1 — cos(4x) 

-sin( 2 x)l = - sin 2 ( 2 x) = 7 x 

2/4 42 

i , A i 
= -gCos(4x) +- 



En utilisant les formules 



sin(2a) = 2 sin(a) cos (a) ,a — x 

1 — cos(2a) 

cos (2a) = 1 — sin 2 (a) <=> sin 2 (a) = , a - 2x 



g ix _i_ g -ix g3ix 

F(x) = cos(x) sin 3 (x) = cos(x) S(x) = x 

e 4ix _ 3e 2ix + 3 _ g-2 ix + e 2 ix _ 3 + 3e 



3 ix 3 gix _|_ 3 g _ ix _ g-3 ix 



-2 ix g-4ix 



e 4ix _ g — 4ix _ 2{e 2ix - e~ 2ix ) _ 2 i sin(4x) -2x2 i sin(2x) 



— 16i 

1 1 

= — -sin(4x) +-sin(2x) 
8 4 



— 16i 
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,3 ix 



6(x) = cos 3 (x) sin(x) = A(x) sin(x) = 



+ 3e lx + 3e lx + e 



-3 ix 



glX Q~ lX 



X 



e 4 ^ - e 2ix + 3e 2ix - 3 + 3 - 3e~ 2ix + e~ 2ix - e~ 4ix 



2 i 



16 i 



, 4 IX 



e 4lx + 2{e 2lx - e 2lx ) 2 i sin(4x) + 2x2 i sin(2x) 



16i 



16i 

1 1 

= -sin(4x) + -sin(2x) 

8 4 

On peut toujours faire « comme d’habitude » ameliorons un peu les choses 

(1 \ 2 1 

H{x ) = cos 3 (x) sin 2 (x) = cos(x) (cos(x) sin(x)) 2 = cos(x) ( -sin(2x) ) = -cos(x) sin 2 (2x) 

1 (1 — cos(4x)\ 1 11 

— -cos(x) = -cos(x) (1 — cos(4x)) = -cos(x) — -cos(x) cos(4x) 

4 V 2 / O 8 8 

Alors on utilise des formules souvent inconnues des etudiants (et c’est fort dommage) ou on fait comme 

d’habitude 

11 1 1 ( e ix + e~ ix \ ( e 4ix + e~ 4ix \ 

H(x)=- cos(x) - - cos(x) cos(4x) = - cos(x) - - 1 1 1 I 

1 1 ... . 

— — cos(x) (e 5 ix + e -3i- x -|- e 3i - x -|- e -5£xj 

8 32 

1 1 ... . 

— — cos(x) (e 5 ix + e ~ 5ix -(- e -Zix _|_ g3 ix^ 

8 32 

11 111 

— — cos(x) — — (2 cos(5x) + 2 cos(3x) = — cos(x) — — cos(5x) — — cos(3x) 

8 32 8 16 16 

7(x) = cos 2 (x) sin 3 (x) 

Allez, encore une autre technique ! 

On pose t = ^ — x<=>x = t — | ainsi cos(x) — cos (t — — sin(t) et sin(x) = sin (t — 0 - cos(t) 

Done 

11 1 

/(x) = sin 2 (t) cos 3 (t) = -cos(t) — — cos(5t) — — cos(3t) 



8 



16 



16 



= Icos (x - |) - 4 C0S (s (x - D) - 4 cos ( 3 ^ - |)^ 

11 / Sn\ 1 / 3n\ 

— — sin(x) — — cos 5x — — cos 3x — — 

8 K J 16 V 2/16 V 2) 



8 16 V 

11 1 

= -sin(x) sin(5x) H sin(3x) 

8 y J 16 y J 16 y J 



x 1 


( n \ 


- TTCOS 1 


[ 3x + — ) 


) 16 


^ 2/ 



y(x) = cos(x) sin 4 (x) = cos(x)D(x) = 



+ e~ 



,4 ix 



+ e 



-Mx 



— 4e 2ix — 4e 



-2 ix 



+ 6 



= ( e 5£x + 



,-3 ix 



— 4e 3ix — 4e lx + 6e tx + e Jlx + e 



32 

— ( 
32 V 

1 



3 ix 



16 
,-5 ix 



— 4e lx — 4e 



-3 ix 



+ 6e~ ix ) 



g5 ix _|_ g-5 ix 



3(e 3ix + e~ 3ix ) + 2{e ix + 



= — (2 cos(5x) — 3 x cos(3x) + 2x2 cos(x)) 

13 1 

= — cos(5x) - — cos(3x) + -cos(x) 

16 32 8 



Allez a : Exercice 50 : 



Correction exercice 51 



, l-z „ , . , . 1-z ( l-z\ l-l 

1 . est reel si et seulement si = ( = — 

l-tz 1-iz VI —izj 1+t 



z 

1+iz 
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1 — z 1 — z 



_ <=> (1 — z)(l + iz) = (1 — z)(l — iz) <=> 1 + iz — z — izz = 1 — iz — z + izz 
1 - iz 1 + iz 

<=> iz — z — izz - — iz — z + izz <=> i(z + z) — 2i |z | 2 — z — z 
On pose z — a + ib 
1 — z 1 — z 

= <=> 2 ia — 2i(a 2 + b 2 ) — 2 ib <=> a — (a 2 + b 2 ) — b^a 2 — a + b 2 +b — 0 

1 — iz 1 + iz 

( 1\ 2 1 / 1\ 2 1 / 1\ 2 / 1\ 2 1 
**(“" 2) “ 4 + ( b + 2) “ 4 = ° ^ (“ “ 2) + ( & + 2) = 2 
II s’agit du cercle de centre Q, — ^ et de rayon ^=. 



1— z 1— z / 1 — z \ 1— z 

2. — - est imaginaire pur si et seulement si — - = — — - = — 

1-iz ° l-tz \l-izj 1+tz 



1 — Z 1 — Z _ _ 

— <=> (1 — z)(l + iz) = —(1 — z)(l — iz) <=> 1 + iz — z — izz 



1 — iz 1 + iz 

— —(1 — iz — z + izz) <=> 1 + iz — z — izz = — 1 + iz + z — izz <=> 1 + iz — z 
= — 1 + iz + z 

<=> 2 — i(z — z) = z + z 

On pose z — a + ib 

1 — z 1 — z 

— — <=> 2 — i(a + ib — a + ib) — 2a <=> 2 + 2b — 2a <=> 1 = a — b 

1-iz 1 + iz 

II s’agit de la droite d’equation : b — —1 + a. 

Allez a : Exercice 5 1 : 



Correction exercice 52 : 

1. (1 + i) 2 = 1 + 2i - 1 = 2i =» (1 + i) 6 = ((1 + i) 2 ) 3 = (2 i) 3 = 8 x i 3 = -8i 

2. z 2 = — 8i <=> z 2 = (1 + i) 6 <=> z 2 = ((1 + i) 3 ) 2 <=> z = (1 + i) 3 ouz = -(1 + i) 3 
<=> z = (1 + i) 2 (1 + i) ou z = —(1 + i) 2 (1 + i) <=> z = 2i (1 + i) ou z = — 2i (1 + i) 

<=> z = — 2 + 2i ou z = 2 — 2i 

3. 

z = -2 + 2i = 2V2(-f + if) = 2V2e^r 

z = 2 - 2i = 2V2 ^ -i^\ = 2 's[ 2 e~T- = 2V2e~ T 



z 3 = — 8i <=> z 3 = ((1 + i) 2 ) 3 <=> z 3 = (2i) 3 <=> f — ) = 1 <=> — = 1 ou — = / ou — — j 

V2i/ 2i 2i 2 1 



z 
2 i 

1 V3^ 

2 ’ ' ~2 

<=> z — 2i ou z = — a/ 3 — i ouz = V3 — i 



2i 

1 a/3^ 

<=> z = 2i ouz = 2 ij ouz — 2ij z <=>z = 2iouz = 2il— - + i— 1 ouz = 2il — — — i — 



Allez a : Exercice 52 : 



Correction exercice 53 : 



1. 



2 . 



/(z) = z <=> z(l — z) = z <=> z(l — z) — z = 0 <=> z — z 2 — z = 0 <=> z 2 = 0 <=> z = 0 



/O) 



z( 1 - z) 






1 1 




/ 1\ 2 1 




/ 1\ 2 


_l 


— 


— ( z ) 


< 


( z ) 


4 2 




V 2) 4 




V 2) 



+ 



< 



1 /i\ 2 1 1 

+ 4 ” ( 2 / + 4 ~~ 2 



Allez a : Correction exercice 53 : 



Correction exercice 54 : 
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2 . 



3. 



4. 



Pour tout z v z 2 different de — i, 

/(zi) = /0 2 ) <=> ^—4 = <=> (zj - i)0 2 + 0 = (z 2 - 0(^1 + 0 

Z x + l Z 2 + l 

<=> z x z 2 + iz! — iz 2 + 1 = z 2 z x + iz 2 — iz x + 1 <=> 2^ = 2iz 2 <=> z x 
= ^2 

Done / est injective. 



Done 



1 - /(z) 



z — i 

= 1 

z + i 



z + i — (z — i) 
z + i 



2 i 

: A 0 

Z + l 



f(z) A 1 



Si z G E alors /(z) A 1 ce qui signifie que /(z) G C \ {1}, ce al montre que 

/(£) cC\{l) 

Si Z G C \ {1} alors il faut montrer qu’il existe z G E tel que Z = /(z). 
z — i 

Z — f(z) <=> Z = <=> Z(z + i) = z — i Zz + iZ — z — i Zz — z — —iZ — i <=> z(Z — 1) 

z + i 

, , Z+l 

= -i(£ + 1) <=> z = - 

II reste a montrer que z + — i, si 

Z+l Z+l 

z - -i = -i <^> = 1<=>Z+1 = Z — 1<=>1 = — 1 

Z-l Z-l 

Done z ne peut etre egal a —i. On a montre que si Z G C \ {1} alors Z G f(E) cela montre que 

€\{1 }c/(£) 

On a bien montre l’egalite demande. 

On en deduit que / est surjective et done bijective. 



. r ,. 2 _ z-i 2 (z- i)(z + i) _ (z+ i)(z- 0 - (z- i)(z + i) 

|/fzj| -1 z+ . -1 ( Z+ Q( F _Q- (z + i)(z — i) 

|z 2 | — iz + iz + 1 — (|z 2 | + iz — iz + 1) — 2iz + 2iz 2 i(z — z) 

|z + i | 2 |z + i| 2 |z + i | 2 

2i x 2i0m(z ) ^ 7m(z) 

= |z + i| 2 =4 |z + i| 2 

Si z G E alors Jm(z) = 0, d’apres la question precedente 

1 — l/(z)| 2 = 0 <=> |/(z)| = 1 

Ce qui signifie que /(z) G If 
Comme /(z) + 1, /(z) Gil\ {1} 

On a montre que 

/(E)ct/\{1} 

Z+l 

Si Z Gd \ {1} l’image reciproque de Z est z = — i il faut montrer que ce complexe est reel. 

.Z + l / ,Z + 1\_ .Z + l ,Z+1_ ,(Z + 1)(Z- l) + (Z+ l)(Z- 1) 

l z-i \ 1 z — l) l z- 1 l z-i 1 (Z-1)(Z-1) 

. |Z| 2 -Z+Z-1+ |Z| 2 - Z + Z-l _ |Z| 2 - 1 _ n 

■ ~ l |Z-1| 2 ~~ 2l \Z-l\ 2 ~° 

Z+l 

Cela montre que — i j- G E. On a montre que si Z Ell\ {1} alors il existe z G E tel que Z = /(z). 

Autrement dit 

U \ {1} c /(E) 

D’ou l’egalite demandee. 
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Allez a : Exercice 54 : 
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Polynomes et fractions rationnelles 



Pascal Laine 



Polynomes et fractions rationnelles 



Exercice 1. 

Factoriser dans M[A] et dans C[A] le polynome P — —X 8 + 2X 4 — 1 
Allez a : Correction exercice 1 



Exercice 2. 

Soit P = 1-X 8 

Factoriser P dans C[A], puis dans R[A] et enfin dans Q[A] 
Allez a : Correction exercice 2 



Exercice 3. 



1 . 

2 . 

3. 

4. 

Allez a 



2 in 

Soit P — {X + 1 y — X 7 — 1. On note j — e~ 

Montrer que 1 + j — — j 2 

Montrer que j est une racine multiple de P. 

Trouver deux racines reelles evidentes de P. 

Factoriser P en facteurs irreductibles dans C[A] et puis dans M[A]. 
: Correction exercice 3 



Exercice 4. 

Determiner les racines reelles et complexes du polynome : 

POO — x 5 + x 4 + x 3 + x 2 + x + i 

En deduire sa factorisation dans C[A] et dans E[A]. 

Allez a : Correction exercice 4 

Exercice 5. 

Soit P = X 7 + X 6 + X s + X 4 + X 3 + X 2 + X + 1 

1. Factoriser P dans C[A]. 

2. Factoriser P dans M[A] . 

3. Factoriser P dans Q[A]. 

Allez a : Correction exercice 5 



Exercice 6. 

Determiner les racines reelles et complexes du polynome : 

1 1111 
P(A) = — X s + —X 4 + —X 3 + —X 2 +-X+1 
32 16 8 4 2 

En deduire sa factorisation dans C[A] et dans E[A]. 

Allez a : Correction exercice 6 



Exercice 7. 

Soit P E R[A] defini par 

P — X 4 — X 3 + X 2 — X + 1 

1. Determiner les racines de P. 

2. Factoriser P dans C[A], puis dans R[A]. 

Allez a : Correction exercice 7 



Exercice 8. 

Factoriser dans C[X], puis dans R[A] le polynome 
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P = -X s + X 4 -X 3 +X 2 -X +1 

Allez a : Correction exercice 8 



Exercice 9. 

1. Soit P — —X 3 + X 2 — X + 1 un polynome. 

Factoriser ce polynome dans M[X] et dans C[X]. 

2. Soit 

n 

P = l-X + X 2 - ••• + (-l) n A n = ^(-l) fc A fc 

k=0 

Determiner les racines reelles et complexes de P. 

Allez a : Correction exercice 9 

Exercice 10. 

Factoriser sur R et sur C le polynome 

P(X) — X 6 + X 4 + X 2 + 1 

Indication : P{X) = 1 + X 2 + X 4 + A 6 
Allez a : Correction exercice 10 

Exercice 11. 

Soit P — X 4 + -X 2 — -X + - 

4 4 4 

1. Montrer que - est une racine multiple de P. 

2. En deduire la factorisation de P dans R[X], puis dans C[A]. 

Allez a : Correction exercice 1 1 



Exercice 12. 

Soit P — X 6 + 2X S + 4X 4 + 4X 3 + 4X 2 + 2X + 1 

2 in 

On pose j — e~3~ 

1. Montrer que j est une racine multiple de P. 

2. Factoriser P dans C[X]. 

3. Factoriser P dans R[X]. 

Allez a : Correction exercice 12 

Exercice 13. 

Soit P G R[A] defini par 

P — X 8 + 2X 6 + 3A 4 + 2X 2 + 1 

2 in 

1. Montrer que j = e~ est une racine multiple de P. 

2. En remarquant que P est un polynome pair, donner toutes les racines de P ainsi que leur multiplicity. 

3. Factoriser P dans C[X], puis dans R[A]. 

Allez a : Correction exercice 13 



Exercice 14. 

Soit P = 2X 3 + 3X 2 + 6X + 1 - 3 j 

1. Montrer que j est une racine double de P 

2. Factoriser P dans C[A] 

Allez a : Correction exercice 14 
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Exercice 15. 

1. Determiner les racines reelles et complexes dc (X + l) 6 — X 6 

2. Soit a £ Ret soit P E R[A] defini par 

P = (X+l) 7 -X 7 -a 
Determiner a pour que P admette une racine reelle multiple. 



Allez a : Correction exercice 15 



Exercice 16. 

1. Le polynome A — X 4 + 3X + 1, est-il irreductible dans R[A] ? 

2. Le polynome B — X 3 + 3X + 1, est-il irreductible dans R[A] ? 
Allez a : Correction exercice 16 



Exercice 17. 

Determiner les reels a, b et c tels que P — X s — 2X 4 — 6X 3 + aX 2 + bX + c soit factorisable par 

Q - (X 2 - 1)(A - 3) 



Allez a : Correction exercice 17 



Exercice 18. 

Pour n E N, montrer que le polynome A n — {X — l) n+ 2 + X 2n+1 est divisible par B — X 2 — X + 1 



Allez a : Correction exercice 1 8 



Exercice 19. 
Soit 



Pn = (X + 1 y 



x r 



On pose n — a [6] avec a E {0,1, 2, 3, 4, 5} 



2 in 



Pour quelles valeurs de n, j — e~ est-il racine de P n ? 

On pourra discuter selon les valeurs de a. 

Allez a : Correction exercice 19 

Exercice 20. 

Determiner le reste de la division euclidienne de ( X + l) n par X 2 + 1. 
Allez a : Correction exercice 20 



Exercice 21. 

Quel est le reste de la division euclidienne de P — X n + X + 1 par Q — {X — l) 2 ? 



Allez a : Correction exercice 21 



Exercice 22. 

Quelle est le reste de la division euclidienne de X n par ( X — l) 2 
Allez a : Correction exercice 22 



Exercice 23. 

Soit R E E[A] le reste de la division euclidienne de ( X + l) n par (X — l) 2 . 
Determiner R. 



Allez a : Correction exercice 23 



Exercice 24. 

Quel est le reste de la division euclidienne de A n — X n + X + b par B — (X — a) 2 , pour n£FJ,n>2. 
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Allez a : Correction exercice 24 
Exercice 25. 

Determiner le reste dans la division euclidienne de A — X 2n + 2X n + 1 par B — X 2 + 1 
Allez a : Correction exercice 25 



Exercice 26. 

1. Montrer que pour tout n£N, X 4n — 1 est divisible par X 4 — 1. 

2. En deduire que le polynome P — X 4a+3 + X 4b+2 + X 4c+1 + X 4d avec a, b, c et d entiers naturels est 
divisible par Q = X 3 + X 2 + X + 1. 

Allez a : Correction exercice 26 

Exercice 27. 

On pose P(X) — X 3 — 63X + 162 

Sachant que l’une des racines de ce polynome est le double d’une autre racine, trouver les trois racines de P. 
Indication : On pourra utiliser les relations entre les racines et les coefficients du polynome. 

Allez a : Correction exercice 27 

Exercice 28. 

Soit P — X 3 + pX + q un polynome de €[*], on note a, (3 et y ses racines. 

1. Calculer A = a 2 + (3 2 + y 2 . 

2. Calculer B — a 3 + (3 3 + y 3 . 

3. Calculer C — a 2 (3 + a(3 2 + a 2 y + ay 2 + (3 2 y + (3y 2 . 

4. On pose D — a 3 /? + a/? 3 + a 3 y + ay 3 + f3 3 y + /?y 3 
Calculer D en fonction de p. 

Allez a : Correction exercice 28 



Exercice 29. 

Soit P G £[X] P — X 4 — 5A 3 + 9X 2 - 1SX + 18 

On rappelle les relations entre les racines (a, (3, y et 5) et les coefficients d’un polynome unitaire de degre 
4 : P — X 4 + aX 3 + bX 2 + cX + d 

{ a + (3 + y + 8 — —a 
a(3 + ay + a8 + (3y + (38 + y8 — b 
a(3y + a(38 + ayS + (3y8 — —c 
a(3y8 — d 

1. Resoudre 

(x + y — 5 
l xy = 6 

2. Soit P = X 4 - 5X 3 + 9A 2 - 15* + 18 

Ecrire le systeme (*) pour ce polynome et on appellera a, (3,y et 8 ses racines 

3. Sachant que a(3 — 6 trouver toutes les racines de P 

4. En deduire la factorisation de P dans M[A] et €[*]. 

Allez a : Correction exercice 29 

Exercice 30. 

Soit F £ C[X] un polynome tel que XP{X — 1) = (X — 2)P(X) 

1. Montrer que 0 et 1 sont racines de P. 

2. Soit a une racine de P. Si a A 0, montrer que a — 1 est racine. Si a =£ 1, montrer que a + 1 est racine. 

3. On suppose que P n’est pas le polynome nul. Montrer que 0 et 1 sont les seules racines de P. 
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Indication : 

S’il existe une racine a telle que Jle(a) < 1 differente de 0 (a =£ 0), montrer qu’il y a une infinite de 
racines. 

S’il existe une racine a telle que He (a) > 0 differente de 1 (a A 1), montrer qu’il y a une infinite de 
racines. 

4. En deduire que P est de la forme aX k (X — l) 1 avec a E C[X], k E N* et l E N*. 

5. Quel est l’ensemble des polynomes de P E C[A] tels que XP(X — 1) = (X — 2)P(A). 

Allez a : Correction exercice 30 



Exercice 31. 

Effectuer la division suivante les puissances croissantes de X 4 + X 3 — 2X + 1 par X 2 + X + 1 a l’ordre 2. 
Allez a : Correction exercice 31 



Exercice 32. (Hors programme) 

On considere le couple de polynome a coefficients reels 

P =X 3 -X 2 - X - 2 et Q =X 3 - 1 

1. Utiliser l’algorithme d’Euclide pour calculer le PGCD(P, Q ). 

2. Decomposer P et Q en facteurs irreductibles dans R[A]. 

3. Retrouvez le resultat de la question 1. 

4. Decomposer P en facteur irreductible dans C[A] . 

Allez a : Correction exercice 32 



Exercice 33. (Hors programme) 

Soient P = X s + X 4 - 6X 3 - X 2 - X + 6 et Q = X 4 + 2X 3 - X - 2 
Determiner le PGCD de P et Q et en deduire les racines communes de P et Q. 
Allez a : Correction exercice 33 



Exercice 34. (Hors programme) 

Determiner les P.G.C.D. des polynomes 

A = X 5 + 2X 4 + X 3 - X 2 - 2X - 2 et B — X 4 + 3X 3 + 3X 2 - 2 
En utilisant l’algorithme d’Euclide. En deduire les factorisations de A et B dans M[A]. 
Allez a : Correction exercice 34 



Exercice 35. (Hors programme) 

Determiner une identite de Bezout entre les polynomes P — {X 



1 ) 2 et Q = X 2 + 1. 



Allez a : Correction exercice 35 



Exercice 36. (Hors programme) 

1. Determiner une identite de Bezout entre les polynomes 

P = 2X 4 + X 3 - 2X - 1 et Q = 2X 4 - X 3 - 3X 2 + X + 1 

2. En deduire les racines communes de P et Q. 

Allez a : Correction exercice 36 



Exercice 37. (Hors programme) 

Soit P — X s + X 4 + 2X 3 + 2X 2 + X + 1 

1. Calculer le PGCD de P et P' . 

2. Quelles sont les racines communes a P et P' ? 
Quelles sont les racines multiples de P dans C ? 

3. Montrer que (A 2 + l) 2 divise P. 
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4. Factoriser P dans R[A]. 

Allez a : Correction exercice 37 

Exercice 38. 

Pour tout polynome P £ R[A] on designe par P(X + 1) le polynome obtenu en rempla§ant X par X + 1 
dans P. 

1. Existe-t-il des polynomes P E R[A] de degre 3 tels que P(0) — 11 

2. Si P E R[A] est un polynome de degre 3, quel est le degre du polynome P(A + 1) — P(X ) ? 

3. Existe-t-il des polynomes P £ 1[I] de degre trois qui verifient : 

P(A + 1) - P(A) — X 2 — 1 et P(0) = 1 
(Indication : On pourra deriver le polynome P dans l’equation ci-dessus.) 

Allez a : Correction exercice 38 



Exercice 39. (Hors programme) 

Soit n un entier strictement positif. 

1. Determiner le pgcd des polynomes X n — 1 et (X — l) n . 

2. Pour n — 3 demontrer qu'il existe un couple de polynomes (17, V) tel que : 

(A 3 - 1)1/ + (A - 1) 3 P = A - 1 

Donnez-en un. 

Allez a : Correction exercice 39 



Exercice 40. (Hors programme) 

1. Determiner le PGCD et une identite de Bezout des polynomes P et Q. 

P — (A 2 — 3A + 2) (A 2 + 1) = A 4 — 3A 3 + 3A 2 - 3A + 2 
Q = (A 2 + 3A + 2) (A 2 + 1) = A 4 + 3A 3 + 3A 2 + 3A + 2 

2. Factoriser P et Q . 

Allez a : Correction exercice 40 



Exercice 41. (Hors programme) 
Soit 



(A + l) 2 A + (A - 1) 2 S = 1 (E) 

1. Trouverune solution particuliere A 0 ,B 0 E R[A] de (E). 

2. En deduire toutes les solutions de (E). 

3. Determiner tous les polynomes P tels que P — 1 soit un multiple de (A + l) 2 et que P + 1 soit un 
multiple de (A — l) 2 . 

Allez a : Correction exercice 41 



Exercice 42. (Hors programme) 

Soient P et Q deux polynomes definis par : 

P(. A) = A 6 — A 4 — A 2 + 1 et <2 (A) = A 4 + 2A 3 - 2A - 1 

Determiner le PGCD de P et Q et en deduire les racines communes de P et Q ainsi que leur multiplicity. 
Allez a : Correction exercice 42 



Exercice 43. 

Quels sont les polynomes de C[A] tels que P' divise P. 



Allez a : Correction exercice 43 



Exercice 44. 

Soit P( A) = 2A 4 + 3 A 3 - 3 A 2 + 3 A + 2 
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On pose Y — X + ^ 

p(Y ) 

1. Montrer qu’il existe un polynome Q. de degre 2 tel que Q(Y) — — — . 

X 

2. Calculer les racines de Q. 

3. En deduire les racines de P, puis la factorisatistion de P dans R[A] et dans (C[A]. 
Allez a : Correction exercice 44 



Exercice 45. 

Soit 9 G K, on suppose que sin(n0) A 0. 
1. Determiner toutes les racines du polynome 



P — ^ Q) sin (k6) X h 

k=l 



2. Montrer que toutes les racines sont reelles. 



Allez a : Correction exercice 45 



Exercice 46. 

Decomposer en elements simples la fraction rationnelle dans R(A) : 

6X 3 + 3X 2 - 5 



F(X) = 



Allez a : Correction exercice 46 



X 4 - 1 



Exercice 47. 

Decomposer la fractionnelle suivante en elements simples dans E(A). 

X — 1 

F = 



X 2 (X 2 + 1) 



Allez a : Correction exercice 47 



Exercice 48. 

Decomposer en elements simples la fraction rationnelle : 

X 4 — X + 2 



FQ 0 = 



(X — 1) (X 2 - 1) 



Allez a : Correction exercice 48 



Exercice 49. 

Decomposer en elements simples sur R les fractions rationnelles suivantes 

1 . 

-X 2 + 2X + 1 



F(X) = 



2 . 



G(X) = 



(X-1) 2 (X 2 + 1) 
X 3 



Allez a : Correction exercice 49 



(X - 1)(X + 1) 



Exercice 50. 

Decomposer en elements simples la fraction rationnelle : 

6X 3 + 3X 2 -5 



F(X) = 



X 4 — 1 



1. DansR(A) 

2. DansC(A) 
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Allez a : Correction exercice 50 



Exercice 5 1 . 
Soit 



F = 



(X 2 +X + 1)(X 
Decomposer F en elements simples dans R(A), dans C(A). 



i ¥ 



Allez a : Correction exercice 5 1 



Exercice 52. 

Decomposer la fraction rationnelle suivante dans R(A). 

X 2 



F = 



Allez a : Correction exercice 52 



(X 2 + 1 ) 2010 



Exercice 53. 

Decomposer la fraction rationnelle suivante en elements simples. 

X 8 + X + 1 



F = 



X 4 (X — l) 3 



Allez a : Correction exercice 53 



Exercice 54. 

Decomposer la fraction suivante en elements simples dans M(A). 

X 4 + 1 

F = 



X 2 (X 2 +X+ 1 y 



Allez a : Correction exercice 54 



Exercice 55. 

Decomposer la fraction rationnelle suivante dans R(X) et dans C(X) 

X 5 



G = 



(A 4 - 1 ) 2 



Allez a : Correction exercice 55 



Exercice 56. 

P . 1 

1. Soit F — Si a G C est une racine simple de Q, montrer que le coefficient de l’element simple est 

P(a) 



<?'(«)' 

2. Decomposer dans C(A) la fraction 



Allez a : Correction exercice 56 



F = 



X 



X n -1 



Exercice 57. 

On considere le polynome P — X s — X 3 + X 2 — 1 

1. Factoriser P dans M[A] et dans C[A] 

X+l 

2. Decomposer la fraction en elements simples dans R(A) 
Allez a : Correction exercice 57 
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CORRECTIONS 



Correction exercice 1 . 

Dans E[X] 

P = -( X 8 - 2X 4 + 1) = -( X 4 - l) 2 = -( X 2 - 1) 2 (X 2 + l) 2 = -(X - 1) 2 (X + 1) 2 (X 2 + l) 2 
Dans C[X] 

P = -(. X - 1) 2 {X + 1) 2 (X - i) 2 (X + i) 2 

Allez a : Exercice 1 



Correction exercice 2. 

Premiere methode 

PCX) — 1 — X 8 — {1 — X 4 )(l + X 4 ), (1 — A 4 ) se decompose facilement en 

(1 — X)(l + X)Ci — X)(i + X) = — (X — 1)(1 + X)(X — i)(X + i), mais pour decomposer 1 + X 4 , 
c’est beaucoup plus delicat, il faut utiliser une bonne ruse, allons-y 

1 + X 4 = 1 + 2X 2 + X 4 - 2X 2 = (1 + X 2 ) 2 - (V2X) 2 — (l + X 2 — V2X)(1 + X 2 + X2X) 

1 + X 2 — y[2X — X 2 — y[2X + 1 et 1 + X 2 + -\[2X — X 2 + y/2X + 1 sont deux polynomes irreductibles 
dans R[X] car leur discriminant sont negatifs. Done la decomposition de P(X) dans E[A] est : 

POO = ~CX - 1)(1 + X)(X 2 + 1)(X 2 - y[2X + l)(X 2 + V2A + 1) 

Pour la decomposition dans C[A] il suffit de trouver les racines complexes de X 2 — \J2X + 1 et X 2 + 
V2X+ 1 



Le discriminant de X 2 — X2X + 1 est A x — (— \[2) — 4 — — 2 — (iV2) , ses racines sont X L — 



V2-tV2 -£* ( 
— e 4 et 



v V2 + 1V2 i— 

X 2 = — — = e*. 



Le discriminant de X 2 + y[2X + 1 est = (a/2) — 4 — —2 — (iV 2) , ses racines sont X 3 — 



-V2-1V2 -3 i- 

— e 4 et 



v -yf 2 + iyf 2 3 i- 

X 4 = — - — = e 4. 



PCX) = -(x -1X1 + X)(X - OCX + o(x- (x - [x - 



yf 2 + i-\/ 2 \ 



-V2-iV2> 



—y/ 2 +iy/ 2 \ 



Deuxieme methode 

On cherche les racines reelles et complexes de 1 — X 8 — 0 

2ikn ikn 

X 8 — 1 <=> X k — e~s~ — e~ avec k G {0,1; 2, 3, 4, 5, 6, 7} 

in in 3in . Sin 3in 

Ce qui donne X 0 — 1, X 4 — e~, X 2 — e~ — i, X 3 — e~, X 4 — e in — — 1, X 5 — e~ — e~~, X 6 — 

3 in 7 in in 

e~ — —i, X 7 — e~ — e~X 
La decomposition dans C[A] est : 

( in\ / 3i7r\ / 3t7r\ / in\ 

X - eTJ (x -Qlx- e~J (X + 1) (X - e ~J (X + Q lx — e Tj 
Pour la decomposition dans M[X], on regroupe les conjugues 

PCX) = -(X - 1)(1 + X)(X -0CX + 0 (x - e _i ?) (a - e 4 *) (x - e~ 3i ?) (x - e 3i ?) 
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P(X) = -(X - 1)(1 + X)(X 2 + 1) (a 2 - (e _i 4 + e i 4 > )X + e“*4 e V) (a 2 - (e~ 3i 4 + e 3i 4) X 



, — 3i? 3£?\ 

+ e 4e 4 I 



= -(. x - 1)(A + 1)(A 2 + 1) (x 2 - 2 cos 0 A + l) (a 2 - 2 cos A + l) 

= -(X - 1)(A + 1)(1 + X 2 ) |a 2 - 2^A + (x 2 + 2 ^Y X + ^ 

= -{X - 1)(A + 1)(1 + A 2 )(A 2 - YlX + l)(A 2 + V2A + l) 

Dans Q[A] on regroupe les deux demiers polynomes 

P(A) = -{X - 1)(A + 1)(1 + A 2 )(A 2 + 1 - VIa)(a 2 + 1 + V2A ) 

= -{X - 1)(A + 1)(1 + X 2 ) ((X 2 + l) 2 - (V2A) 2 ) 

= -(x - i)(a + i)(i + a 2 )(a 4 + i) 

Allez a : Exercice 2 



Correction exercice 3. 

1. 



/ 1 iV 3\ 1 iV3 /I iV3\ Ira / 2t7r\- 

1+ ' =1+ “2 + — ) = 2 + — = - 2 + — = " e3 =-( e3 ) = - 



1 iV3\ 4OT / 2ut} 



Ou mieux 



1+j+j 2 = 



i-; 3 
i -j 



= o 



( 2i7T\° 

e~ J — e 2in — 1. 



2 . 



POO = 0 + l) 7 - j 7 - 1 = (-j 2 ) 7 -j 6 j - i = -; 14 - 1 -j 12 j 2 -j - 1 = -o 2 +; + 1 ) = 0 

P' = 7(A + l) 6 - 7A 6 

P'0) = 7(0 + l) 6 - ) 6 ) = 7((— y 2 ) 6 - 1) = 70 12 - 1) = 7(1 - 1) = 0 
Done y est au moins racine double. 

3. P(0) = (0 + l) 7 - 0 7 - 1 = l 7 - 1 = 0 et P(-l) = (-1 + l) 7 - (-1) 7 -1 = 0- (-1) -1 = 0 
Done 0 et — 1 sont deux racines evidentes. 

4. Le debut de la formule du binome de (X + l) 7 est X 7 + 7X 6 (il y a plein d’ autre terme mais il est 
inutile de les calculer) done P est un polynome de degre 6 et son coefficient dominant est 7. 

D’autre part, j est racine double (au moins) done j — j 2 est aussi racine double (au moins) car P est un 
polynome a coefficients reels. 0 et — 1 sont aussi racine, cela donne 6 racine (au moins), comme 

d°P — 6 on a toutes les racines. La factorisation dans C[A] est : 

p = 7X(x + i)(a - j) 2 {x - 7) 2 

Dans R[A] : 

C X -y)(A - J) = (A -y)(A -y 2 ) = X 2 - 0 + ] 2 )X +j 3 = X 2 + X + 1 

Done 

P = 7A(A + 1) ((A -y)(A - 7)) 2 = 7X(X + 1)(X 2 + X + 1) 2 

Allez a : Exercice 3 



Correction exercice 4. 



PQ o = 1+ A + A 2 +A 3 +A 4 +A 5 = 0^ n Y - ° <=> l 1 - 0 <=> p 6 - 1 

\ X% 1 l a A 1 lA* 1 



2ikn 



ikn 



Or A 6 — 1 <=> X k — e s — e 3 avec k E (0,1; 2, 3, 4, 5} 

in _ 2 in . 4in Sin 

Ce qui donne X 0 = 1, X t = eT = — j = — y 2 , X 2 — e~ = j\ X 3 — e in — —1, X 4 — e~ — j 2 , A 5 — e~ = 
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Les 5 racines de P sont X 1 — —j 2 , X 2 — j, X 3 — —1, X 4 — j 2 et A 5 — —j. 

La decomposition dans C[A] est : 

P(X) = i X (X + f)(x -j)(x + 1)(X -j 2 )(x + j ) = (a + j 2 xx -JXX + i )(x-j 2 )(x + j ) 

La decomposition dans R[A] est : 

PQO = (X + 1 )(A -;)(X -; 2 )(A + j 2 )(X + ;) = (X + 1)(X 2 - (j + ] 2 )X + ; 3 )(A 2 + (j + j 2 )X + ; 3 ) 
= (X + 1)(A 2 + X + 1)(A 2 - A + 1) 

Allez a : Exercice 4 



Correction exercice 5. 

1. 



P = 1+ A + A^ + A 3 + A 4 + A b + A b + A' = 



1 - A 8 
1-X 



de P verifient ^ {x k — e 8 > k E {0,1, 2, 3, 4, 5, 6,7} <=> X k — e * , k G 

1 * * 1 l A A 1 



Pour X A 1 
Les racines 
{1,2, 3, 4, 5, 6, 7} 

in in 3in 

X 4 — e~, X 2 — e~ — i, X 3 — e~, X 4 — e in — — 1, X 5 — e~ = e~~, X 6 — e~ — —i et X 7 — e~ — 

in 

e~ 



Sin 3 in 



Done 



( in\ ( 3in \ / 3in \ / in\ 

X - eTj (X -0[X- e~) (A + 1) f A - e ~J (A + i) (X - e Tj 

2. On rappelle que 

(X - e w )(X - e ~ w ) = X 2 - 2 cos(0) + 1 

( in\ ( in\ ( 3in\ ( 3in\ 

X - eTj (a - e - Tj (a - e~X~ j ( A - e~\ 

= (A + 1)(A 2 + 1) (a 2 - 2 cos Q A + l) (x 2 - 2 cos (^)x + l) 

= (X + 1)(A 2 + 1)(A 2 - V2A + l)(A 2 + V2A + l) 

3. 

P = (X + 1)(A 2 + 1)(A 2 + 1 - V2A)(A 2 + 1 + V2A) = (X + 1)(A 2 + 1) ((X 2 + l) 2 - (V2X) 2 ) 

= (X + 1)(A 2 + 1)(A 4 + 2X 2 + 1- 2X 2 ) = (X + 1)(A 2 + 1)(A 4 + 1) 

Allez a : Exercice 5 



Correction exercice 6. 



«*> -!♦©♦© + (f) + (f) + (D 



(!) 



!-* 
1 2 



= 0 



X 

2^ 



A\ b 

l) = ° 

A A 2 



A\ b 

2) = 1 

A A 2 

2ikn ikn 



ikn 

3 



( y\o ziKn lK.n 1 

-) — 1 X k — 2e~X~ — 2e~ avec k E {0,1,2, 3,4, 5} done X k — 2e~ 

in _ 2in m 4in 

Ce qui donne A 0 —2, X 4 — 2e~ — —2 j — —2 j 2 , X 2 — 2e~ = 2 j, X 3 — 2e lTt — —2, X 4 — 2e~ = 



2 j 2 , A 5 = 2e 3 = -2 j 

Les 5 racines de P sont X 4 — —2 j 2 , X 2 — 2 j, X 3 — —2, X 4 — 2 j 2 et A 5 = —2 j. On a enleve A = 2 
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La decomposition dans C[A] est : 

P® = ^ x (X + 2 j 2 )(X - 2 ;)(A + 2)(A - 2 j 2 XX + 2j) 

= (.X + 2j 2 )(X - 2 ;)(A + 2) (A - 2f)(X + 2j) 



La decomposition dans M[A] est : 

p OO = ^ X + 2 )<X - 2;'X* - 2 j 2 KX + 2 j 2 XX + 2;) 

= + 2) (A 2 - 20 I + j 2 )x + 4 j 3 )(X 2 + 2(j + ; 2 )A + 4 j 3 ) 

1 

= — (X + 1)(A 2 + 2X + 4)(X 2 -2X + 4) 

Allez a : Exercice 6 



Correction exercice 7. 

1. 



p = i + c-x) + ( -x y + (-x) 3 + (-x) 4 = 



l-(-A) 5 l+X 5 



1 - (-A) l + X 

Pour X A -1 
Les racines verifient 

rv5 —i f i^ 5 i = i-h f \X\ = 1 

] ± = 0 <=> arg(A 5 ) = 7T + 2kn, kET^ 5 arg(A) = (2 k + 1)tt, k E % 

^ l A A -1 [ X A 1 

M = i 

2k + 1 



^ 1 arg(A) = — - — tc, k E {0,1, 2, 3, 4} ° 



2/c + l . 

X = e~s~ m , k G {0,1, 2, 3, 4} 



A A -1 

X A 1 

ire 3ire Sin 7in -3 ire -ire 

A 0 = e"5"; X-l = e - ^ - ; A 2 = e - ^ - = — 1-,X 3 — e~+~ — e 5 ; X 4 — e~+~ 



On elimine X 3 — —1 
2. Dans C[A] 



Dans R[A] 



Allez a : Exercice 7 



( £re\ / £re\ / 3£re\ / 3£re\ 

A-e^UA-e Tj(A-e^j(A-e J 
P = (x 2 - 2X cos (|) + l) 



A 2 - 2A cos 1^ + 1 



5 7 



Correction exercice 8. 

1 — (— Al 6 

P = l- A + A 2 -A 3 +A 4 -A 5 = l + (—A) + (—A) 2 + (—A) 3 + (-A) 4 + (-A) 5 = - — - — T 

1 — (— X) 

_ 1 - A 6 
~~ 1 + A 

Pour A A -1 

r V6 _ 1 f 2ifcre ( ikn ikn 

P — 0 \ X 1 <=> j A = e 6 k G {0,1, 2, 3, 4, 5} <=> j A = e 3 k E {0,1, 2, 3, 4, 5} = e 3 k 

(X + -1 { AA-1 l A A — 1 

G {0,1, 2, 4, 5} 

Car pour k — 3, A 3 = e in — — 1 
Ce polynome admet cinq racines 

ire 2ire 4ire 5ire 

A 0 = e° = ljAj = e"L; A 2 = e^“;A 4 = e*~ = X 2 et A 5 = e~T = A 4 
Done la factorisation dans C[A] 



12 



Polynomes et fractions rationnelles 



Pascal Laine 



( in\ / in\ / 2in \ / 2t7r \ 

A-e3j(A-e 3j(A-e3j(A-e sj 

Le signe — vient du coefficient devant le terme de plus haut degre dans P. 

Et dans M[A] 

P = -(A - 1) (x 2 - 2 cos X + l) (x 2 - 2 cos (^-) x + l) 
= -{X - 1)(A 2 - V3A + l)(A 2 + V3A + l) 

Allez a : Exercice 8 



Correction exercice 9. 

1. P = A 2 (-A + 1) + (-X + 1) = -(X - 1)(A 2 + 1) dans R[A] 
P = -{X - 1)(A - Q(X + i) dans C[A] 

2. Si A A — 1. 



2n-l 



k = 0 



1 - (-A)( n+1 ) 1 - (- A) n+1 



(-*) 



1+X 



Les racines de P verifie X^ n+1 ^ — 1 et X A —1. 



P(A) = 0 <=> 



f(-*) 



n+ 1 _ 



2ikn 



2ikn 



X A -1 



—X = e^+ i,/c g {0,1, ...,n} <=> iA = —en+i,k E {0,1, ...,n} 



l X A -1 

2ikn 

<=> A = —en+ 1, k E {1, ... , n} 



A A -1 



Allez a : Exercice 9 



Correction exercice 10. 

Pour A 2 A 1 

, , , „ 1 - (A 2 ) 4 1 — A 8 

P(A) = 1 + A 2 + (A 2 ) 2 + (A 2 ) 3 = 1 2 X 2 = 

{ o . ( 2ikn ( ikn 

X = 1 <=> A = e— , k E {0,1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} ^\x = e~r, kE {0,1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} <=> x 
X * 1 l A A ±1 l A A ±1 

ikn 

— e~^,k E {1,2, 3, 5, 6, 7} 

ikn ikn 

Car pour k — 0, e~ — 1 et pour k — 4, e~ = e in — —1 
Les racines de P sont : 

in 2in 3in Sin _3in 6in 7in _in 

X 1 - eT;A 2 — e~P~ — i;A 3 = e^T;A 5 = e~T~ = e ~4 _ ;A 6 = e~T~ = — i et X 7 — e~P~ = e T 
La factorisation dans C[A] est : 

( in\ ( in\ / 3in \ / 3t7r\ 

A - eTj (A - e“Tj (A - i)(A + i) ( A - e“J ( A - e”“J 

Et dans M[A] : 

P(A) = (A 2 - 2 cos Q A + l) (A 2 + 1) (a 2 - 2 cos A + l) 

= (A 2 - V2A + l)(A 2 + 1)(A 2 + V2A + l) 

Allez a : Exercice 10 



Correction exercice 11. 



/ 1 \ 1 1 1 
P (2) ~~ 2P + 4 X 2? 



3 1 _ 1 _ 1 i 1 3 _ 11 + 1 — 6 + 4 

4 X 2 + 4 _ 16 + 16 _ 8 + 4 _ 16 

, , 1 3 

P' = 4A 3 +-X-- 
2 4 
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/ 1 \ 1113 2 1 

P - = 4 x — + - x = - 4 

\2 / 2 3 2 2 4 4 4 

Done ^ est au moins racine double (par consequent racine multiple). 



= 0 



2. D’apres la question precedente P est divisible par C X — - J — X 2 — X + - 



X 4 

X 4 



+ -X 2 --X + - 

4 4 4 



X 3 + £ X 2 

4 



X 3 

X 3 



X 2 



4 4 

4 



X 2 

X 2 



A + 
A + 



A 2 - X + - 



X Z +X +1 



Par consequent 

p = (x 2 - x + i) {x 2 + x + 1) = (x - (x 2 +x + 1) 

Comme le discriminant de X 2 + X + 1 est strictement negatif, il s’agit de la decomposition dans E[X] 
Les deux racines de X 2 + X + 1 sont bien connues, il s’agit de j et j 2 (ou alors on les recalcule), ce qui 
entraine que la decomposition dans C[X] est 

p = ( x ~l) (x-mx-j 2 ) 



Allez a : Exercice 1 1 



Correction exercice 12. 

1. 

P(j ) = 7 6 + 2 j 5 + 4) 4 + 4/ 3 + 4; 2 + 2; + 1 = 1 + 2 j 2 + 4; + 4 + 4; 2 + 2j + 1 = 6j 2 + 6j + 6 
— 6(j 2 +7 + 1 ) = 0 

P' = 6X S + 10X 4 + 16X 3 + 12X 2 + 8X+2 

P'0) = 6 j 5 + 10) 4 + 16 j 3 + 12) 2 + 8; + 2 = 6 j 2 + 10 j + 16 + 12 j 2 + 8; + 2 = 18; 2 + 18; + 18 
= 18(; 2 +; + 1) = 0 

Done j est racine double, comme P est un polynome a coefficients reels, j est aussi racine double. 

On peut essayer de voir si j ne serait pas racine triple (mais cela ne marche pas). 

2. Soit on a l’intuition de voir que i est racine (et que done - i est aussi racine), soit on ne le voit pas et il 
faut diviser P par 

( x-j) 2 (x -7) 2 = ((x -j){x -])) 2 = (X 2 +X + l) 2 = X 4 +X 2 + 1 + 2X 3 + 2X 2 + 2X 
= X 4 + 2X 3 + 3X 2 + 2X + 1 



X 6 


+ 2X 5 


+ 4X 4 


+ 


4X 3 


+ 


4A 2 


+ 


2X 


+ 


1 


X 4 


+ 2X 3 + 3X 2 + 2X + 1 


X 6 


+ 2X 5 


+ 3A 4 


+ 


2X 3 


+ 


X 2 










X 2 


+ 1 






X 4 


+ 


2X 3 


+ 


3X 2 


+ 


2X 


+ 


1 










X 4 


+ 


2X 3 


+ 


3X 2 


+ 


2X 


+ 


1 






0 







3. 

Allez a : Exercice 12 



P = (X-j) 2 (X-j)\x-iXX + i) 
P — (X 2 + X + 1) 2 (A 2 + 1) 
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Correction exercice 13. 

1. 

P(j ) = j 8 + 2X 6 + 3 j 4 + 2 j 2 + 1 = j 2 + 2 + 3j + 2 j 2 + 1 - 3 j 2 + 3j + 3 = 3(/ 2 +; + 1) = 0 
j est une racine de P 

P' = 8X 7 + 12X 5 + 12X 3 + 4X 

P'(j ) = 8 j 7 + 12 j 5 + 12 j 3 + 4 j = 8 ; + 12 j 2 + 12 + 4 j = 12 j 2 + 12 j + 12 = 12(j 2 +j + 1 ) = 0 

j est racine au moins double, j est done une racine multiple. 

2. Comme P est pair, —j est aussi une racine double, ce polynome est a coefficients reels done j = j 2 est 
racine double et —j = —j 2 est aussi racine double, cela fait 8 racines en tout (en comptant la multiplicity 
de racines), comme ce polynome est degre 8, on les a toutes. Le coefficient dominant est 1, on en deduit 
la factorisation dans C[X] 

P = (x - j) 2 (X - j 2 Y(X + j) 2 (X + j 2 ) 2 

Dans E[X] 

p = [(.x -j)(x -j 2 )] 2 [(x +j)(x +j 2 )] 2 = [x 2 + x + i] 2 [x 2 - x + i] 2 



Allez a : Exercice 13 



Correction exercice 14. 

1. 

P(J) = 2 j 3 + 3 j 2 + 6; + 1 + 3; = 2 + 3 j 2 + 6j + 1 - 3j = 3 j 2 + 3j + 3 = 3 (j 2 +j + 1) = 0 

P' = 6X 2 + 6X + 6 

P'(J ) = 6 j 2 + 6j + 6 = 6 O' 2 +j + 1) = 0 
Done j est une racine double de P. 

3 

2. La somme des racines de P est — -, si on appelle a la troisieme racine on a 

3 3 3 / 1 iV 3\ 1 

a + 2j = —-da = —-—2j = —- — 2\—- — = — - + iv 3 

J 2 2 J 2 V 2 2 / 2 



Done 



Allez a : Exercice 14 



P = 2{X-j) 2 [x + ^-i^ 



Correction exercice 15. 

1 . 



(X + l) 6 = X 6 <=> ) = 1 

II est clair que 0 n’est pas racine. Mais attention {X + l) 6 — X 6 est un polynome de degre 5 

, , (X + 1\ 6 

(X + l) 6 = A 6 <=> ( — J = 1 

X + 1 2ikn 

—— = e ~, k G {0,1, 2, 3, 4, 5} 

X+l 

La racine « en trop » est celle qui aurait verifie = 1 qui n’a pas de solution, on enleve done k = 0. 

X 

1 2ikn 1 ikn 1 

l + -=e“6-, kE{ 1,2,3,4,5} <=> - = e“3" - 1, k G {1,2, 3, 4, 5} <=> A = ,fc G {1,2, 3,4,5} 

X e~-l 

ikn 

e — - 1 



X 



<=> X = 



Les cinq racines sont 



ikn \ / ikn 
e 3 - lj f e 3-1 



, k G {1,2, 3, 4, 5} 
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ikn rkn\ „ , . . rkn\ 

e~T-l cos bv - 1 + 1 sm lx) 

k /ikn \ / ikn \ fkn\ 

2-2cos(^J 

2. Pour que P admette une racine multiple reelle (done au moins double), P et P' ont une racine reelle 
commune. 

P' = 7(X + l) 6 - 7X 6 

Les racines reelles et complexes de P' verifient ( X + l) 6 — X 6 — 0 

On cherche les racines reelles done sin (^- ) = 0 ce qui equivaut a k — 0 (mais on a elimine ce cas) et 
k = 3 



X, = 



COs(7r) — 1 



3 2 — 2 cos(7r) 4 2 

P ademt une racine double si et seulement si P = 0. 

p ( - 5) = 0 ”( - 5 + 1 ) - ( - s) +“ = ° «4 + ^ + a = 0 „ a = 



1 

‘ 2x F 



Et alors 



Allez a : Exercice 15 



p = tx + iy -x 7 -— 6 



i 

2^ 



Correction exercice 16. 

1. La reponse est non car les seuls polynomes irreductibles sont les polynomes de degre 1 et les polynomes 
de degre 2 qui n’ont pas de racines reelles. La question ne demande pas de factoriser ce polynome. 

2. Les limites de la fonction polynomial definie par B(x) — x 3 + 3x + 1 en —go vaut — oo et en +oo vaut 
+oo, cette fonction est continue, done le theoreme des valeurs intermediaires entraine qu’il existe x 0 tel 
que B(xq) — 0. B admet une racine reelle. Ceci dit le meme raisonnement qu’au 1°) est valable aussi. 

Allez a : Exercice 16 



Correction exercice 17. 

P — X 5 — 2X 4 — 6X 3 + aX 2 + bX + c est factorisable par Q — ( X 2 — 1)(A — 3) si et seulement si — 1, 
1 et 3 sont racines de P. 

f P(- 1) = (-1) 5 - 2 x (-1) 4 - 6 x (-1) 3 + a x (-1) 2 + b x (-1) + c = 0 
j P(l) = l 5 -2xl 4 -6xl 3 + axl 2 + Hc = 0 
yP(3) = 3 5 — 2x 3 4 — 6x 3 3 + ax3 2 + bx3 + c = 0 



(— 1 — 2 + 6 + a — b + c — 0 L 1 fa — b + c = — 3 

<=> 1 1 — 2 — 6 + a + b + c = 0 L 2 \ a + b + c — 7 

(3 4 (3 - 2 - 2) + 9a + 3b + c = 0 L 3 (9a + 3b + c = 81 

L 2 — b\ entraine que 2b — 10 done b — 5 
Et L 2 + entraine que 2a + 2c = 4 done a + c — 2 : L' x 

On remplace b — 5 dans L 3 : 9a + 15 + c — 81 done 9a + c — 66 : L' 2 

L' 2 — L' x entraine que 8a = 64 done a = 8 et done c = 2 — 8 = —6 
Finalement P — X s — 2X A — 6X 3 + 8X 2 + SX - 6 
Allez a : Exercice 17 



Correction exercice 18. 

A n est divisible par B si et seulement si les racines de B sont aussi des racines de A n . 
Le discriminant de X 2 — X + 1 est A = 1 — 4 = — 3 done les deux racines de B sont : 

1 + iV3 
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X, = 



1 - iV3 



= ~J 



Remarque : X 2 - X + 1 = 0 a (-A) 2 + (-A) + 1 = 0 
Done les racines du polynome B verifient 

-A = ; ou - X = j 2 

AnH ) = (-; - D n+2 + (-;) 2n+1 = O'W ) 2 + (-;) 2n (-;) = y 2 v -; 2n ; = o 

Comme d n est un polynome a coefficients reels, — _/ = — y 2 est aussi racine. 

On conclut que X 2 — X + 1 divisise (X — l) n+2 + X 2n+1 . 



Allez a : Exercice 1 8 



Correction exercice 19. 
Si n — 6p 
Si n — 6p + 1 
Si n — 6p + 2 
Si n — 6p + 3 
Si n — 6p + 4 
Si n = 6p + 5 
Allez a : Exercice 19 



Pn(j) = (j + l) n -j n - 1 = H 2 r -j n - 1 = (-l) n ; 2n — j n — 1 

P 6 p(j ) = y 12p -; 6p — 1 = 1 — 1 — 2 = —2 + 0 

Psp+iOO = -/ 12p+2 -; 6p+1 - 1 = -; 2 - 1 = o 

/WO') = y 12p+4 -; 6p+2 - 1 = ; - ; 2 - i = 2; * o 
P 6 p + 3 O') = -l 12p+6 -; 6p+3 -1 = -1-1-1 = -3^0 
/WO) = y 12p+8 -; 6p+4 - l = ; 2 - ; - 1 = 2 ; 2 ^ o 
/WO) = —j 12p+10 -y 6 P +5 - 1 = -; -; 2 -1 = 0 



Correction exercice 20. 

II existe A,R E R[A] tels que 

X n + X + 1 = A(X - l) 2 + R (*) 

Avec d°R < 2 done il existe a, b E R tels que R — aX + b, ce qui entraine que R' — a 
Prenons X — 1 

3 = R{ 1) — a + b 

On derive (*) 

On prend X = 1 
On en deduit que 
Et finalement 
Allez a : Exercice 20 



nX 71 - 1 + 1 = A' (X - l) 2 + A(X - 1) + R' 
n + 1 = a 

b — 3 — a — 3 — (n + 1) = 2 — n 
R = (n + 1)A + 2 - n 



Correction exercice 21. 

II existe un unique couple de polynome (Q, R ) G R[A] tels que X n — {X — 1) 2 Q + R avec d°R < 2. II 
existe done deux reels a et b tels que R — aX + b 

X n — (X — 1) 2 Q + aX + b (*) 

Pour X — 1 

1 — a + b 
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Puis on derive (*) 
Pour A = 1 
Done b — 1 — n et 
Allez a : Exercice 21 



nX 71 ” 1 = 2(X - 1 )Q + (A - 1 ) 2 Q' + a 



n — a 



R — nX + 1 — n 



Correction exercice 22. 

(A + l) n = (X 2 + 1 )Q + R 

Or d°R < 2 et done R — aX + b. 

On pose X — i. 

(i + l) n = ai + b <=> ^v/2 
= b + ai <=> 

Done 

r i—\ n /■rm\ , r — ,n rnn\ 

R = W 2) sin(— JA + (V2) cos(— ) 

Allez a : Exercice 21 



T + T‘) ) = b + ai « (V2)" (e?)" = 6 + ai « (V2) 



n ru7r 
e 4 



(V2) n (cos (~) + i sin ("T")) — b + ai 



, mn\ 

a = (V2) sin(— ) 



4 

/ <“\ 71 / TV7T \ 

b = (V2) cos (l") 



Correction exercice 23. 

II existe un unique couple (Q, I?) de polynomes, avec d°P < 2 tels que : 

(A + l) n = (A — 1) 2 Q + P 
II existe a et 6 reels tels que R — aX + b 

(A + l) n = (A — 1) 2 Q + aA + b (*) 

On pose A = 1 

2 n = a + b 



On derive (*) 

On pose A = 1 

Done b — 2 n — n2 7l ~ 1 
Finalement 

Allez a : Exercice 23 



n( A + l) n_1 = 2 (A - 1)Q + (A - 1) 2 (P + a 
n2 nl = a 



P = n2 n_1 A + 2 n -n2 n_1 



Correction exercice 24. 

II existe Q n et P n tels que : 

A n = BQ n + P n <=> A” + A + b = (A - a) 2 Q n + R n 
Avec d°P n < 2. Done il existe a n et /? n tels que : 

X n + X + b — (A — a) 2 Q n + a n X + /? n (1) 

En derivant on trouve 

nX 71 - 1 + 1 = (A — a)[2Q n + (A - a) 2 Q £] + (2) 

On fait X — a dans (1) et dans (2). 
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(a n + a + b — a n a + /? n [ a n — na - n + 1 

l na n_1 + 1 — a n ° l/? n = a n + a + b — (na n_1 + l)a — — (n — l)a n + h 

Done 

P n = (na n + 1)A — (n — l)a n + h 

Allez a : Exercice 24 
Correction exercice 25. 

II existe Q et R tels que A — BQ + R et d°R < d°B — 2 done degre de R est inferieur ou egal a 1 on a 
alors R — aX + b oil a et b sont des reels. 

A(i) = B(i)(?(0 + R(i) <=> i 2n + 2 i n + 1 — ai + b car B(i) — i 2 + 1 — 0 

Si n — 2p i 2n + 2 i n + 1 = ai + b <=> i 4p + 2 i 2p + l = ai + b<=>l + 2(— l) p + 1 = ai + b 

( a — 0 

[b = 2 + 2(-l y 

Done R = 2 + 2(-l )P 
Si n — 2p + 1 

i 2n + 2i n + 1 = ai + b <=> i 4p+2 + 2i 2p+1 + l = ai + b<^>-l + 2(-l ) p i + 1 = ai + b 
« ^ = 2(-l)P 
l b = 0 

Done P = 2(-l)PA 
Allez a : Exercice 25 



Correction exercice 26. 

1. Les quatre racines de X 4 — 1 — 0, e’est-a-dire {1, i, — 1, —i) verifie X 4 — 1 done 

(. X 4 ) n — 1 — l n — 1 — 0 done ces racines sont des racines de X 4n — 1, on peut mettre X 4 — 1 en 

facteur dans ce polynome. 

2. 

Premiere methode : 

D’apres la premiere question il existe Q a , Q b , Q c et Q d tels que : 

X 4a - 1 = Q a (X 4 - 1) <=> X 4a = Q a (X 4 - 1) + 1 

X 4b - 1 = Q b (X 4 - 1) <=> X 4b = Q b (X 4 - 1) + 1 

X 4C - 1 = Q C (X 4 - 1) <=> X 4C = Q C (X 4 - 1) + 1 

X 4d - 1 = Q d (X 4 - 1) <=> X 4d = Q d (X 4 - 1) + 1 

Done 

P — X 4a42 + X 4b 42 + j^4c+l _|_ _ ^4a^3 _|_ X^ b X 2 + X 4c X + X 4d 

= (Qa(X 4 - 1) + 1)X 3 + ( Q b (X 4 - 1) + 1)X 2 + ( Q C (X 4 - 1) + i)X + Q d (X 4 - 1) 
+ 1 = (X 4 - 1 )[Q a X 3 + Q b X 2 + Q c x + Q d ] + X 3 + X 2 + X + 1 

= (X- 1)(A 3 +X 2 + X + 1 )[Q a X 3 + Q b X 2 + Q C X + Q d ] + X 3 + X 2 + X + 1 

— (A 3 + X 2 + X + 1)((A - 1 XQ a X 3 + Q b X 2 + Q C X + Q d ) + 1) 

Deuxieme methode : X 4n - 1 = 0 [X 4 — 1] <=> X 4n = 1 [X 4 — 1] 

Done 

X 4a+3 + X 4b+2 + X 4C+1 + X 4d = X 4a X 3 + x 4b x 2 + ^4 + ^4 d 

= 1xX 3 + 1xX 2 + 1xX+1 [X 4 — 1] = X 3 + X 2 + X + 1 [X 4 — 1] 

Done il existe Q tel que 

X 4a+3 + X 4b+2 + X 4C+1 + X 4d = (X 4 - 1)Q + A 3 + A 2 + A + 1 

= (A 3 + A 2 + A + 1)((A - 1 )Q + 1) 

Allez a : Exercice 26 
Correction exercice 27. 

Les trois racines de P sont a, 2 a et /?, les relations entre les racines et les coefficients de P donnent 
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a + 2a + P — 0 
\a x 2a + a/? + 2a/? = —63 <=> 
a x 2a x p — —162 



3a + p = 0 
2a 2 + 3a/? = —63 <=> 
2a 2 /? = -162 





—3a 

f 


P — —3a f 




= 9 <=>( 


a — 3 ** 1 


U 3 = 


= 27 



L a = 



= -9 
3 



Les trois racines de P sont 3, 6 et 
Allez a : Exercice 27 



P = -3 a ( p = -3a 

2a? + 3a(— 3a) — —63 <=> | —7a 2 — —63 
2a 2 (— 3a) = -162 t-6a 3 = -162 



Correction exercice 28. 

1. On rappelle que a + /? + y — 0, a/? + ay + /?y = p et a/?y = — q 

(a + p + y) 2 — a 2 + P 2 + y 2 + 2 (a/? + ay + Py ) 

Done 

A — 0 2 — 2p — —2p 

2. a 3 + pa + g = 0 entraine que a 3 = —pa — g, idem pour /? et y. 

B — —pa — q — pP~ q — py — q — — p(a + /? + y) — 3q = —3 q 

3. 

C = a/?(a + /?) + ay(a + y) + Py(P + y) = a)S(— y) + ay(— /?) + Py(— a) = —3 a/?y - 3q 

4. 

D — a 3 p + ap 3 + a 3 y + ay 3 + p 3 y + Py 3 — ap(a 2 + /? 2 ) + ay(a 2 + y 2 ) + Py(P 2 + y 2 ) 
= a/?(— 2p — y 2 ) + ay(— 2p — /? 2 ) + /?y(— 2p — a 2 ) 

= —2 p(ap + ay + Py) — aPy 2 — ap 2 y — a 2 Py — —2 p 2 — aPy(y + /? + a) 
= — 2p 2 — (g) x 0 = — 2p 2 

Allez a : Exercice 28 



Correction exercice 29. 

1. Premiere methode 

x et y sont les deux racines du polynome X 2 — SX + 6 
Le discriminant vaut A = 1 et les racines sont 2 et 3 
Seconde methode 

y — 5 — x 

Done xy — 6 <=> x(5 — x) = 6 <=> 5x — x 2 = 6<=>0=x 2 — 5x + 6 = 0 
Done x = 2 ou x = 3 

Si x = 2 alors y = 5 — 2 = 3etsix = 3 alors y — 5 — 3 = 2, done les solutions sont 2 et 3. 

2. Le systeme (*) devient 

r a+p+y+8 — 5 

ap + ay + aS + Py + PS + y8 — 9 
aPy + apS + ayS + PyS — 15 
< aPyS — 18 

3. 
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a+P+y+8 — 5 
6 + ay + aS + Py + PS + y8 — 9 
6y + 65 + ayS + PyS = 15 
6 yS = 18 

a + p +y + 8 - 5 
ay + aS + Py + PS + 3 — 3 
6y + 65 + 3a + 3/? = 15 
y5 = 3 

Li f <x + /?+y + 5= : 5 
L 2 1 ay + aS + Py + PS = 0 
; — Lij y + 5 = 0 
L 4 { yS — 3 



a+P+y+8 — 5 
ay + a5 + Py + PS + +5 = 3 
6+ + 65 + ay5 + PyS = 15 
+5 = 3 




a + /? + y + 5 = 5 
ay + aS + Py + PS = 0 
2y + 25 + a + p — 5 
+5 = 3 

a + /?+y + 5 = 5 
ay + aS + Py + p8 — 0 
y — — 5 
+5 = 3 

a + p = 5 



ill 


( a + p — 5 


L n 


fa + p — 5 . 




| —8a + aS — 8p + PS 




\ 0 = 0 , « 


^3 1 


II 

1 

03 


^3 1 


\ r = -s 


L 4 { — 5 2 = 3 

Comme a + P — 5et ap — 6 alors a et /? valent 2 et 3 


zj 


^8 = ±iV 3 V 




Les 4 racines sont 2, 3, iv/3 et 
4. Dans CM 

Dans E[X] 

Allez a : Exercice 29 



-iV 3 



P = (X- 2)(Z - 3)(X - iV3)(Z + iV3) 



P = (X - 2)(X - 3)(X 2 + 3) 



Correction exercice 30. 

1. 0 x P(-l) = (0 - 2)P(0) <=> 0 = — 2P(0) <=> P(0) = 0 
1 x P(0) = (1 - 2)P (1) <=> P(0) = -P(l) <=> 0 = P(l) 

Done 0 et 1 sont des racines de P. 

2. Soit a + 0 tel que P(a) - 0. aP(a — 1) = (a — 2)P(a) aP(a — 1) = 0 <=> P(a — 1) = 0 
a — 1 est une racine de P. 

Soit a + 1 tel que P(a) = 0. 

(a + l)P(a + 1 — l) = (a + l — 2 )P(a + 1) <=> (a + l)P(a) — (a — 1 )P(a + 1) <=> 0 
= (a — l)P(a + 1) 

Done P(a + 1) = 0, a + 1 est une racine de P. 

3. Supposons que P admette une racine a telle que JZe(a) < 1 differente de 0 alors a — 1 est racine, a — 1 
est different de 0, done a — 2 est aussi racine, on en deduit aisement que pour tout k G N, a — k est 
racine de P, ce qui voudrait dire que P admettrait une infinite de solution or un polynome non nul admet 
un nombre fini de solutions. 

Supposons que P admette une racine a telle que “Re (a) > 1 differente de 1 alors a + 1 est racine, a + 1 
est different de 1, done a + 2 est aussi racine, on en deduit aisement que pour tout k G N, a + k est 
racine de P, ce qui voudrait dire que P admettrait une infinite de solution or un polynome non nul admet 
un nombre fini de solutions. 

0 et 1 sont les deux seules racines de P si P n’est pas le polynome nul. 

4. Si P n’est pas le polynome nul, comme 0 et 1 sont les seules racines de P il existe a + 0 tels que 
P = aX k (X — l) 1 , et si P = 0 alors P = 0 x X k (X — l) 1 (e’est-a-dire que a — 0). 

5. Si P verifie XP(X — 1) = (X — 2)P(X) alors P est de la forme P = aX k (X — l) 1 , il faut etudier la 
reciproque, e’est-a-dire chercher parmi ces polynomes lesquels sont effectivement solution. 

On remplace P = aX k {X — l) 1 dans XP(X — 1) = (X — 2)P(X), on trouve que : 

Xa(X - l) k (X - 2) 1 = (X - 2 )aX k (X - l) 1 
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Les puissances en A — 2 sont les memes done 1 = 1. 

Les puissances en A — 1 sont les memes done k = l = 1 
On verifie qu’alors les puissances en A sont les memes, finalement 

P = ctX(X - 1) 

Allez a : Exercice 30 
Correction exercice 31. 

1 - 2X + A 3 + X 4 

1 +X +X 2 

-3A — X 2 + X 3 + X 4 
-3X - 3X 2 - 3A 3 

2X 2 + 4A 3 + X 4 

2X 2 + 2X 3 + 2X 4 

2X 3 - X 4 

1 - 2X + X 3 + X 4 = (1 + X + X 2 )(l - 3X + X 2 ) + X 3 (2 - X ) 

Allez a : Exercice 3 1 



1+X + X 2 
1-3X + 2X 2 



Correction exercice 32. 



A 3 - A 2 - A - 2 


A 3 - 1 


A 3 - 1 


1 


tH 

1 

1 

IN 

1 





X 3 — X 2 — X — 2 = (X 3 — 1) x 1 + (—A 2 — A — 1) 



A 3 - 1 


A 2 + A + 1 


A 3 + A 2 + A 


A- 1 


-A 2 - A - 1 




-A 2 - A - 1 




0 





A 3 — 1 = (A 2 + A + 1)(A — 1) 

, , -A 2 - A - 1 

PGCD(P, Q) = — = A 2 + A + 1 

2. A 2 + A + 1 est un diviseur de P (et de Q bien sur) done on peut mettre A 2 + A + 1 en facteur dans P. 



A 3 -A 2 -A- 2 


A 2 + A + 1 


a 3 +a 2 +A 


A- 2 


— 2A 2 - 2A - 2 




— 2A 2 - 2A - 2 




0 





3. 



Comme A 2 + A + 1 est irreductible dans E[A], la factorisation de P est : 

P = (A — 2) (A 2 + A + 1) 

Et il est evident d’apres la deuxieme division de l’algorithme d’Euclidienne 

Q = (A — 1)(A 2 + A + 1) 



II est alors clair que 
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PGCD(P,Q ) =X 2 + X + 1 

2in _ Ain 

4. Les deux racines complexes de X 2 + X + 1 sont j — e~ et j — j 2 — e~ 
Done 

P = (X-2XX-jXX-j 2 ) 

Allez a : Exercice 32 
Correction exercice 33. 

X s +X 4 - 6X 3 -X 2 -X +6 
X 5 + 2X 4 - X 2 - 2X 

-X 4 -6X 3 + X + 6 

-X 4 -2X 3 +X + 2 

-4X 3 + 4 

On peut « eliminer » le —4 dans —4X 3 + 4 



X 4 + 2X 3 


-X-2 


X 3 -1 


X 4 


-X 


X + 2 


2X 3 


-2 




2X 3 


-2 




0 





X 4 + 2X 3 - X - 2 
X-l 



Done le PGCD de P et Q est 



-4X 3 + 4 

D = = X 3 



Les racines communes de P et Q sont celles de X 3 — 1, e’est-a-dire 1 ,j et j 2 . 



Allez a : Exercice 33 



Correction exercice 34. 



X 5 + 2X 4 + 2X 3 - X 2 


-2X-2 


X 4 + 3X 3 + 3X 2 -2 


X 5 + 3X 4 + 3X 3 


-2X 


X-l 


(N 

1 

CO 

1 

"S" 

1 


-2 




—X 4 - 3X 3 - 3X 2 


+ 2 




2X 3 + 2X 2 


-4 





X 4 


+ 3X 3 


+ 


3X 2 -2 


2X 3 + 2X 2 -4 


X 4 


+ X 3 




-2X 


-X + l 

2 




2X 3 


+ 


3X 2 +2X- 2 






2X 3 


+ 


2X 2 -4 




X 2 + 2X + 2 





2X 3 + 2X 2 - 4 


X 2 + 2X + 2 


2X 3 + 4X 2 + 4X 


2X 


—2X 2 -4X -4 
—2X 2 -4X-4 




0 





Le P.G.C.D. est le dernier reste non nul unitaire done X 2 + 2X + 2 
A et B sont divisible par X 2 + 2X + 2 (qui n’a pas de racine reelle) 



X 5 + 2X 4 + 2X 3 — X 2 — 2X — 2 


X 2 + 2X + 2 


X 3 + 2X 4 + 2X 3 


X 3 -1 


-X 2 -2X-2 
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Done 

Comme X 3 — 1 — (X 
dans R[X] est 



-X 2 -2X-2 

0 

A = (X 2 + 2X + 2)(X 3 - 1) 

— 1)(A 2 + X + 1) et que X 2 + X + 1 n’a pas de racine reelle, la factorisation de A 



A — (X — 1)(X 2 + 2X + 2)(X 2 + X + 1) 
X 4 + 3A 3 + 3X 2 -2 X 2 + 2X + 2 

X 4 + 2X 3 + 2X 2 X 2 +X-1 

X 3 +X 2 -2 

X 3 + 2X 2 + 2X 



-X 2 -2X-2 
-X 2 -2X-2 



0 



Done 

B — (X 2 + 2X + 2)(A 2 + X-1) 
X 2 + X — 1 admet deux racines reelles 



-1- V5 



et 



-1 + V5 



, 2 J 1 + V5\ / 1-V5> 

B — {X 2 + 2X + 2) [ X + — - — X + — - — 



Allez a : Exercice 34 
Correction exercice 35. 



P — X 2 — 2X + 1 



X 2 — 2X + 1 


X 2 + 1 


X 2 +1 


1 


—2X 





X 2 - 2X + 1 = 1 x (X 2 + 1) + (-2X) 



X 2 + 1 
X 2 



-2X 



- X -X 

2 



X 2 + 1 — -2X x 



X) + l 



1 = (X 2 + 1) + (-2X) (-^) = (X 2 + 1) + ((A 2 — 2X + 1) — 1 x (X 2 + 1)) (-^X 
<=> 1 = (l + \x) (X 2 + !) + (— ix) (X - l ) 2 



Allez a : Exercice 35 



Correction exercice 36. 

1. 



2A 4 + X 3 - 2X - 1 
2A 4 — X 3 — 3X 2 + X +1 



2A 4 - X 3 - 3X 2 + X + 1 



2X 3 +3X 2 -3X -2 
P = 1 x Q + 2X 3 + 3A 

2A 4 — X 3 -3X 2 +X+1 



2 -3X- 2 

2X 3 + 3X 2 - 3X - 2 
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2X 4 + 3X 3 - 3X 2 - 2X 


X-2 


-4X 3 +3X + 1 




-4X 3 -6X 2 + 6X + 4 




6X 2 -3X-3 





Q = (X - 2)(2X 3 + 3X 2 - 3X - 2) + 6X 2 - 3X - 3 



2X 3 + 3X 2 - 3X - 2 
2X 3 -X 2 -X 



4X 2 -2X-2 
4X 2 -2X-0 



6X 2 - 3X - 3 



3 3 



0 

6X 2 -3X-3 = Q- (X- 2)(2X 3 + 3X 2 - 3X - 2) = Q - (X - 2 )(P - Q) 



= ~(X - 2 )P + (X- 1 )Q 
X 2 -^X-^ = -^(X-2)P + ^(X-l)Q 

n 1 1 

2. Les racines communes de P et Q sont celles de leur PGCD, c’est-a-dire celles de X — X — soit 
X 1 = letX 2 = -~, 

Allez a : Exercice 36 



Correction exercice 37. 

1. P' = SX 4 + 4X 3 +6X 2 + 4X+1 



X 5 


+ X 4 


+ 2X 3 


+ 2X 2 


+ X + 1 




5X 4 + 4X 3 + 6X 2 + 4X+1 


X 5 


+ -X 4 


+ -X 3 


CM 

I 

+ 


+ x - 




1 -x + -1 




5 


5 


5 


5 




5 25 




-X 4 

5 


+ -X 3 


+ -X 2 


+ -X + 1 








lxi 


+ — X 3 


+4 


+ — x + 


1 






5 


25 


25 


25 


25 








~ X 3 


+ ^X 2 


+ ^X + 


24 








25 


25 


25 


25 





Pour eviter les fractions on remarque que —X 3 + —X 2 + —X + — — — ( 2X 3 + 3X 2 + 2X + 3) 



SX 4 + 4X 3 +6X 2 +4X+1 


2X 3 + 3X 2 + 2X + 3 


SX 4 + —X 3 + SX 2 +—X 
2 2 


S-X- 7 - 

2 4 


- 7 -x 3 +x 2 - 7 -x + i 

J X 3_il X 2_Z X _il 
2 4 2 4 




— X 2 

4 4 





25 25 25 

Pour eviter les fractions on remarque que — X 2 + — = — (X 2 + 1) 



Le PGCD de P et P' est X 2 + 1. 



2X 3 


+ 3X 2 


+ 2X 


+ 


3 


X 2 + 1 


2X 3 




+ 2X 






2X + 3 




3X 2 




+ 


3 






3X 2 




+ 


3 




0 





25 
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2. Les racines communes a P et P' sont i et - i, les racines multiples de P sont i et - i. Ce sont au moins 
des racines doubles. Ce ne sont pas des racines triples car sinon P auraient 6 racines en comptant leurs 
multiplicites. 

3. P est divisible par (X - i) 2 (X + i) 2 = [(X - i)(X + i)] 2 = [ X 2 + l] 2 . 

4. il reste a diviser P par ( X 2 + l) 2 = X 4 + 2X 2 + 1 et on trouve, apres calculs, X + 1, done 

P = (X 2 + 1) 2 (A + 1) 

Allez a : Exercice 37 



Correction exercice 38. 

1. Oui ! Par exemple P — X 3 + 1 

2. Si P = aX 3 + bX 2 + cX + d, avec a A 0, pour qu’il soit de degre exactement 3. 

P(X + 1) - P(X) = a(X + l) 3 + b(X + l) 2 + c(X + 1) + d - aX 3 -bX 2 -cX-d 

= a(X 3 + 3X 2 + 3A + 1) + b(X 2 + 2X + 1) + c(X + 1) + d - aX 3 - bX 2 -cX-d 
— 3 aX 2 + (3a + 2b^)X + a + b + c 
Le degre de ce polynome est 2 puisque a A 0 

3. 

(P(X + 1) - P(x) — X 2 — 1 ((3a + b)X 2 + (3a + 2b + c)X + a + b + c — X 2 — 1 

l P(0) = 1 ^ l P(0) = 1 

f 

1 



Li 



3a = 1 



i 2 l 3a + 26=0 
£3 ) a + b + c — — 1 
d — 1 



a 3 

2b = -3a = -1 <=> { 
c — —1 — a — b 
d — 1 



1 

U ~3 



b = -2 

1 1 

c — — 1 — 
3 2 

d — 1 



5 

6 



P = -X 3 
3 



1 , 5 
-X 2 --X + l 
2 0 



Allez a : Exercice 38 



Correction exercice 39. 

1. (X — l) n n’a qu’une racine X — 1, or 1 est racine simple de X n — 1 done 

PGCD((X n - 1), (X - l) n ) — X — 1 

2. D’apres le theoreme de Bezout il existe (U, V) tels que : 

(X 3 - 1 )U + (X - 1) 3 V — X — 1 

Cette equation equivaut a : 

(X 2 + X + 1)1/ + (X 2 - 2X + 1) = 1 
Car X 3 — 1 — (X — 1)(X 2 + A + 1) et (X - l) 3 = (X — 1)(X 2 - 2X + 1) 



X 2 -2X + 1 


X 2 + X + 1 


X 2 + X +1 


1 




—3X 






2X + 1 = 1 x (X 


2 + A + 1) + (-3A) 


X 2 + X + 1 




—3X 


X 2 




1 1 
3 


X +1 
X 




1 
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Done 



X 2 + X + 1 = (-3X) (- - i) + 1 

On en tire que : 

1 = (X 2 +X + 1) - (-3X) (“*") 

= X 2 +X + 1- (( X 2 - 2X + 1) - 1 x (X 2 + X + 1)) [~^X - 

=-(-i x 4) (x2 - 2x+i)+ ( 1+ ( _ ^4)) (x2+;f+i) 

= {^X + C X 2 -2X + l) + (-^X + (X 2 + X + 1) 



Done 



Et 



1 2 
U = -3 X + 3 



1 1 
V = -x + - 
3 3 



Allez a : Exercice 39 



Correction exercice 40. 

1. 



X 4 - 3X 3 + 3X 2 - 3X + 2 
X 4 + 3X 3 + 3X 2 + 3X + 2 



-6X‘ 



6X 



X 4 + 3X 3 + 3X 2 + 3X + 2 



X 4 - 3X 3 + 2X 2 - 3X + 2 = (X 4 + 3X 3 + 2X 2 + 3X + 2 ) x 1 + (-6X 3 - 6) 



X 4 + 3X 3 + 3X 2 + 3X + 2 
X 4 + X 2 



3X 3 + 2X 2 + 3X + 2 
3X 3 + 3X 



2X Z 



+ 2 



-6X 3 - 6X 



ix- 1 - 

6 2 



X 2 



+ 3X 3 + 3X 2 + 3X + 2 = (-6X 3 - 6X) (- ^X - + 2X 2 + 2 



-6X 3 - 6X 
-6X 3 - 6X 

nr 



2X 2 +2 



-±X 

3 



-6X 3 -6X = (2X 2 + 2) 



Done 



2X 2 + 2 

PGCD(X 4 - 3X 3 + 3X 2 -3X + 2,X 4 + 3X 3 + 3X 2 + 3X + 2) = = X 2 + 1 



On trouve une identite de Bezout de la fa§on suivante : 
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2 . 



2Z 2 + 2 = Z 4 + 3X 3 + 3X 2 + 3X + 2 + ( -6X 3 - 6Z) (- ^ X - 



= X 4 + 3Z 3 + 3X 2 + 3Z + 2 



- (X 4 - 3X 3 +2X 2 - 3X + 2- (X 4 + 3X 3 + 2X 2 + 3Z + 2 ) x 1) I 
= (X 4 + 3X 3 + 3X 2 + 3Z + 2) ^1 - (-^X - 

+ (X 4 - 3Z 3 + 2X 2 -3X + 2) Qx + ^ 

= (X 4 + 3Z 3 + 3X 2 + 3X + 2) Qx + 

+ (X 4 - 3Z 3 + 2X 2 -3X + 2) Qz + ^ 



Puis il reste a diviser par 2 

/I 3\ 

Z 2 + 1 = (Z 4 + 3Z 3 + 3Z 2 + 3Z + 2) ( — Z + -J + (Z 4 - 3Z 3 + 2Z 2 - 3Z + 2) 

En divisant P par Z 2 + 1, on trouve : 

P = X 4 - 3Z 3 + 3Z 2 - 3Z + 2 = (Z 2 - 3Z + 2)(Z 2 + 1) 

II reste a factoriser Z 2 — 3Z + 2, ce polynome a deux racines reelles 1 et 2 done 

P = (Z- 1)(Z-2)(Z 2 + 1) 



En divisant Q parZ 2 + 1, on trouve : 

Q = X 4 + 3Z 3 + 3Z 2 + 3Z + 2 = (Z 2 + 3Z + 2)(Z 2 + 1) 

II reste a factoriser Z 2 + 3Z + 2, ce polynome a deux racines reelles — 1 et — 2 done 

Q = (Z+ 1)(Z + 2)(Z 2 + 1) 

Allez a : Exercice 40 





Correction exercice 41. 



1. 



2 . 



Je vais juste ecrire les resultats des divisions successives de l’algorithme d’Euclide 

Z 2 + 2Z + 1 = 1 x (Z 2 - 2Z + 1) + 4Z 



Z^ 



2Z + 1 = | -Z 



D 



x 4Z+ 1 



On en deduit une identite de Bezout 

1 = (X - l) 2 - (±X - j) x 4X = (X - l) 2 - (^X - j) ((A- + l) 2 -lx(J- l) 2 ) 

= (- 1 -x + l)(x + iy + (lx + 1 -)a-iy 

On note 

11 11 
A °--4 X + 2 et S °-4 X + 2 

On a 



f (Z + l) 2 A + (Z - 1) 2 S = 1 
l(Z + l) 2 i4 0 + (Z - 1) 2 S 0 = 1 
En faisant la soustraction de ces deux equations 

(Z + 1) 2 C4 - A 0 ) + (Z - 1) 2 (S - B 0 ) = 0 (Z + 1 )\A - A 0 ) = -(Z - 1) 2 (S - B 0 ) 

(Z + l) 2 divise — (Z — 1) 2 (S — B 0 ) comme (Z + l) 2 et (Z — l) 2 sont premiers entre eux (ils n’ont 
aucune racine en commun), d’apres le theoreme de Gauss (Z + l) 2 divise — (£> — B (] ), il existe U £ 
R[Z] tel que 

— {B - Bo) = U(X + l) 2 <=> B = B 0 - U(X + l) 2 
On remplace dans (Z + 1 ) 2 (A — A 0 ) = — (Z — 1) 2 (S — B 0 ) 

(Z + 1) 2 C4 - A 0 ) = (Z - 1 ) 2 t/(Z + l) 2 <=> A - A 0 = (Z - 1) 2 U <=> A = A 0 + U(X - l) 2 



28 



Polynomes et fractions rationnelles 



Pascal Laine 



L’ensemble des couples ( A — A 0 + U(X — 1 ) 2 ,B 0 — U(X + l) 2 ) avec U E R|X] quelconque sont les 
solutions de ( E ) . 

3. On cherche les polynomes P qui sont de la forme 

(P -1 = (X + 1) 2 Q 1 
[p + 1 = (X-l ) 2 Q 2 

Oil Q 1 et Q 2 sont deux polynomes. 

En faisant la soustraction de ces deux egalites 

2 = (X- 1 Yq 2 - {x + 1 ) 2 Q 1 ^ (-i(2i) (x + 1) 2 + (|<2 2 ) (x - l) 2 = l 

D’apres la deuxieme question, il existe U E E[X] tel que 

1 



--Q^Ao + ucx-iy 



-Q 2 = B 0 -U(X+ l) 2 



Qi = ~2A 0 - 2U{X - l) 2 
2U(X + l) 2 



(Qi — — 2A 0 - 
l Q 2 = 2 S 0 - 



Ce qui entraine que 

P-1 = (X+ 1) 2 (— 2A 0 - 2 U(X - l) 2 ) <=> P = 1 - 2A 0 (X + l) 2 - 2 U(X + 1) 2 (X - l) 2 

1 - 2A 0 (X + 1) = 1 - 2 (-^X + (X + 1) = 1 + (^X - l) (X 2 + 2X + 1) 

11 13 

= 1 + -X 3 + X 2 + -X - X 2 - 2X - 1 = -X 3 - -X 
2 2 2 2 

On pose aussi V — —2U. Par consequent 

1 3 

P = -X 3 --X + V(X 2 - l) 2 , V E E[X] 

II faut faire une reciproque 

1 o 3 

-X — X — 1 admet —1 comme racine double (c’est facile a verifier) et 2 comme racine simple. 



P - 1 = -X 3 
2 



- 1 + V(X 2 - l) 2 = ^(X + 1) 2 (X - 2) + V(X + 1) 2 (X - l) 2 



= (X + l) 2 



■(X - 2) + V(X - l) 2 



1 3 

-X 3 — -X + 1 admet 1 comme racine double (c’est facile a verifier) et —2 comme racine simple. 
13 1 

P + 1 = -X 3 - -A + 1 + E(X 2 - l) 2 = -(* - 1) 2 (X + 2) + E(X + 1) 2 (X - l) 2 



= (X- l) 2 - (X + 2) + E(X + l) 2 



La reciproque est verifiee 
Allez a : Exercice 41 



Correction exercice 42. 



X 6 -X 4 - X 2 

X 6 + 2X 5 - 2X 3 - X 2 



+ 1 



-2X 5 - X 4 + 2X 3 +1 

-2X 5 - 4X 4 + 4X 2 + 2X 



3X 4 + 2X 3 -4X 2 -2X+1 
3X 4 + 6X 3 -6X-3 



—4X 3 -4X 2 +4X + 4 



X 4 + 2X 3 - 2X - 1 



X 2 -2X + 3 



PGCD(P,Q ) = PGCD(Q,-4X 3 - 4X 2 + 4X + 4) = PGCD(Q,X 3 + X 2 - X - 1) 



X 4 + 2X 3 



2X-1 



X 3 + X 2 — X — 1 
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X 4 + X 3 - X 2 - X 


X+l 


x 3 +x 2 -X -1 




x 3 +x 2 -x -1 




0 





Done PGCD(P, Q) = X 2 + X 2 - X - 1 = X 2 (X + 1) - (X + 1) = (X 2 - 1)(X + 1) = (X - 1)(X + l) 2 
Les racines complexes communes a P et Q sont 1 de multiplicite 1 et — 1 de multiplicite 2. 

Allez a : Exercice 42 



Correction exercice 43. 

On pose d°P — n. 

P' divise P si et seulement si il existe un polynome Q tel que : 

P = QP' 

d°P — net d°P' — n — 1 => d°Q — 1 
Done Q admet une racine complexe a. 

On pose Q — aX + b et P — a n X n + — I- a ± X + a 0 (avec a n ^ 0) alors P' — n^X 71 ” 1 + — I- % 
En identifiant les coefficients dominant on trouve que : 

1 

a n = na <=> a n = — 



n 



Premiere methode : 

La formule de Taylor pour le polynome P en a donne 



P — ^ a k (X — a) k — a 0 + a ± (X — a) + a 2 (X — a) 2 + — 1- a n (X — a) n 

k = 0 



Done 



71-1 



P' — ^ a k k (X — a ) /c_1 = ^ a^/cCX — a ) fe_1 = ^ a^/cCX — a ) fc_1 = ^(/c + 1 )a k+1 (X — 

k=0 k= 1 k= 1 k=0 

— a x + 2a 2 (X — a) + — I- na n {X — a) n_1 
En changeant k en k + 1. 

Comme Q est un polynome de degre 1 dont a est une racine done Q — 1 (X — a) 

On remplace ces deux expressions dans P — QP' . 

a 0 + ciiiX — a) + a 2 (X — a) 2 + — h a n (X — a) n 

— a(X — a)[a 1 + 2 a 2 (X — a) + — h na n (X — a) n_1 ] 

<=> a 0 + a^X — a) + a 2 (X — a) 2 + — I- a k (X — a) k + — I- a n (X — a) n 

12 k 

— —a^X — a ) + — a 2 (X — a) 2 + — h —a k (X — a) k ... + a n (X — a) n 

n n n 

r a 0 — 0 

2 ( a 0 - 0 

cl ^ — Uq 



<=> 



n 



k + 1 



<=> 



a k — 



n 



a k 



a x = 0 
a k — 0 



Done 



Deuxieme methode : 



P — a n (X — a) n 



En derivant P — QP'. et on rappelle que Q' — - 
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P' = Q'p' + QP" <=> p' = -p' + QP" <=> (l ~-)p' = QP" <=> P' = — — — QP" 

n \ n/ n — 1 



Done 



n 



En derivant (l P' — QP" 



p = QP' = —Qlp" 
n — 1 



l--)p" = Q'P" + QP'" = -P" + QP'" <=> (l -~)p" = QP'" <=> P" = — — — QP'" 
nJ n V nJ n — 2 



Done 



n , „ rr 

P = Q 2 P = 

n— l v (n — l)(n — 2) 



3 n'" 



Q 6 P 



Pour tout k G {0,1, ■■■,7i — 1}. On montre par recurrence que 

^1 — — j p( fc ) = Qpik+i) 

Et que 



P = 



n 



. Q k+1 p (/c+l) 



(n — l)(n — 2) ... (n — k ) 

On derive (l — P^ — QP^ k+1 ^> 

^ p(k+ 1) _ Q'p(k+ 1) _|_ Qp(k+2) _ ^ p(/c+l) _|_ Qp{k+2 ) ^ ^ ^ p{k+l) _ Qp{k+2) 



p(k+ 1) _ 



n 



n — k — 1 



Qp{k+2) 



P = 



n 



. ^ /C + l^) (/c+l) _ 



n 



) /c+ 1 



n 



(n — l)(n — 2) ... (n — k) (n — 1 )(n — 2) ... (n — k) n — k — 1 

/c+ 1 

Qk+2 p{k+ 2) 



Qp(k+ 2) 



n" 



(n — l)(n — 2) ... (n — /c)(n — (/c + 1)) 



Cette relation etant vraie au rang 0, elle est vraie pour tout k < n — 1. 

On 1’ applique au rang n — 1 : 

7pi—l 

p — Qnp(n) 

(n — l)(n — 2) ... (n — (n — 1)) 

p(n) — n x (n — 1) x ... x 2 x 1 x a n (ce qui est important e’est que e’est une constante). 

Peu importe la constante, il est clair que P — KQ n , comme Q est un polynome de degre 1, on peut ecrire 
ce polynome sous la forme : 

P = MX - a) n 

Allez a : Exercice 43 



Correction exercice 44. 

1. 



Comme 



On a 



P(X) 

X 2 



P(X ) 2X 4 + 3X 3 - X 2 + 3X + 2 , 3 2 

ir = T 2 = 2 x 2 + 3x — i + — + 



Y 2 =X 2 + 2+^^ X 2 +^=Y 2 -2 
= 2 [x 2 + + 3 (x + - 1 = 2(E 2 - 2) + 3Y - 1 = 2E 2 + 3E - 5 
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Les racines de Q sont 1 et — 
v 2 

Done les racines de P verifient 



4 , 1 i 


( X 2 + 1=X l 


x + - = l 




) X J 


1 ou <=> J 


1 5*4 


Ip 5 ) 




[X 2 + l = -X 


v X 2 ' 


< 2 ' 



Les racines de X 2 — X + 1 = 0 sont 



1 ,V3 

2 _ 1 ~2 



— et ~j 2 — n+i- 



X 2 - X + 1 = 0 
ou 

9 5 

--X + 1 = 0 
2 

1 V3 



2 2 



Et celles de X 2 — X + 1 = 0 sont 
2 



- et 2 
2 



On en deduit la factorisation de P dans E[X] 

P(X) = 2 (x - ^ (X - 2)(X 2 - X + 1) 

Et dans C[X] 

P(X) = 2 (x - (X - 2)(X + ;)(* +; 2 ) 

Allez a : Exercice 44 



Correction exercice 45. 

1. Comme sin(n0) =£ 0, d°P — n. 



, — i „ * — i „ * — i „ „ikd „-ik6 

p = x y sin(M) x * = z y sin(M) xk = z y — it — * 



fc=i 



k=0 



k=0 



41© 41 o 41 o c 8 *) 1 41 © 

k=0 



4 

k=0 



2i 

n 

4 

k=0 



K k i v 

Z — i 

k = 0 



= 4(i + e «x)"-4(i + e -»x)" 



Les racines z G C de P verifient 



— (l + e t0 z) n — — (l + e t0 z) n = 0 <=> (l + e ie z) n — (l + e l9 z) n <=> ^ 



1 + e l9 z 



+ e 19 z 



= 1 



*| i_ g 10 ^ 2i/c7i 2i/c7r 

<=> 3/c G {0,1, ...,n — 1}, = e n <=> 3/r G {0,1, ...,n — 1}, 1 + e t6l z = e n (l + e~ lB z) 

1 + e~ w z v ' 

2ikn . 2ikn 

«3fce{O,l,...,n-l},e 10 z-e n e~ t0 z = e n —1 

2l/C7T \ 2 i/C7T 



( 2 1/C7T . \ 

e lG — e n e~ l9 J — 



e n — 1 



2ikn 

II faut quand meme verifier que e l ° — e « e~ L ° ^ 0 



2ikn 

e l 9 — e n e~ l9 — 0 <=> e 2W — e n <=> 3j E Z,29 = 1- 2ln <=>3/ G TL, 9 — \- In <^> 3j 

n n 

E7L,n9 — kn + nln <=> sin(n0) = 0 
Ce qui n’est pas possible d’apres l’enonce. 



2ikn 



2kn 



kn 



P(z) = 0 <=> 3k G {0,1, 1 },z = 



2ikn 

e n — 1 

2ife7t 
jid i0 



e LU — e n e" 

2ikn 

g 72. | 

Les n racines de P sont les complexes z fc = avec k G {0,1, ... , n — 1} 



2 . 
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2ikn 

e n — 1 



Zk = 



2ikn 

e i9 — e n e 



_ 2ikn 

e n — 1 
2ikn 



2 ikn / _ 2ikn \ 
n ( e n — 1 j 



w e w _ e n e iD e n | e 






2ikn 



-id 



_ 2ikn 

e n e 



id 



2ikn 

1 — e n 
2ikn 

e n e~ ie — e w 



2ikn 

e n — 1 
2ikn 

e ie — e n e~ 



= Z k 



w 



Done ces complexes sont des reels. 



Allez a : Exercice 45 



Correction exercice 46. 



W) = 



6X 3 + 3X 2 - 5 



a b cX + d 

+ — — - + ■ 



(X- 1)(X + 1)(X 2 + 1) X-l X+l X 2 + l 
Je multiplie par X — 1 puis X — 1 



a - 



6X 3 + 3X 2 - 5 



(X + 1)(X 2 + 1) 



x=i 



b = 



Je multiplie par X + l puis X — —1 

6X 3 + 3X 2 - 5 
(X- 1)(X 2 + 1) 
Je multiplie par X, puis X tend vers l’infini. 

6 — a + b + c, done c = 6 — 1 — 2 = 3 
X = 0 

5 = — 5 + b + d done d = 5 + l — 2=4 
Done 

6X 3 + 3X 2 - 5 



J x =— 1 



6 + 3-5 
2x2 

-6+3-5 

-2x2 



= 1 



= 2 



FO 0 = 



1 2 3X + 4 

+ t: r + 



(X- 1)(X + 1)(X 2 + 1) X-l X+l X 2 + l 



Allez a : Exercice 46 



Correction exercice 47. 

II existe a, b,c et d quatre reels tels que : 



X — 1 a ' b ' cX + d 
X 2 (X 2 + 1) _ X + X 2 + X 2 + 1 



On multiplie par X 2 + 1, puis X = i 



ci + d — 



X-l 



i — 1 



Done c = — 1 et d = 1 
On multiplie par X 2 , puis X = 0 

On multiplie par X, puis X +oo 
Done a — — c — 1, finalement 

Allez a : Exercice 47 



X 2 Jx=i 



X-l 



= 1 — i 



IX 2 + lJ* = o 
0 — a + c 



= -1 



X-l 



1 1 1 -X + 1 

X 2 (X 2 + 1) “ X - X 2 + X 2 + 1 



Correction exercice 48. 

Le degre du numerateur est superieur au degre du denominateur, il faut diviser X 4 — X + 2 par 
(X - 1)(X 2 - 1) = X 3 - X 2 - X + 1 
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X 4 






-X + 2 


X 3 -X 2 -X + l 


X 4 


-X 3 


-X 2 


+ X 


X+l 




X 3 


+ x 2 


-2X + 2 






X 3 


-X 2 


-X + l 








2X 2 


-X+l 





X 4 - X + 2 2X 2 - X + 1 

FQ 0 - — 7T = X + 1 + 



On pose 



GO 0 = 



(X-1)(X 2 - 1) 



2X 2 - X + 1 2A 2 - A + 1 



(A - 1)(A 2 - 1) 



a be 

+ — — - + 



(A-1)(A 2 -1) (A-1) 2 (A + 1) (A-l) 2 A-l X+l 

Je multiplie par ( X — l) 2 puis X — 1 



a — 



2X 2 -X + l 



Je multiplie par X + l puis X = — 1 



c — 



X + l 



2X 2 - X+l 



x=i 



2 

= 2 = 1 



(X - l ) 2 



■ l X=~l 



4 

= 4 = 1 



Je multiplie par X puis X tend vers l’infini. 
2 — b + c done b — 1. 

Done 



, , 111 
F(X) = X+1 + — + - — r + 



(X - l) 2 X-l X + l 



Allez a : Exercice 48 



Correction exercice 49. 

1. II existe a, b, c et d tels que : 



—X 2 +2X +1 



a 



+ 



+ 



cX + d 



(x-iy(x 2 + i) x-i (x-i y x 2 + 1 

Je multiplie par (X — l) 2 , puis X — 1 



b = 



-X 2 +2X + 1 



Je multiplie par X 2 + 1, puis X — i 
—X 2 + 2X + 1 



ci + d — 



(X - l) 2 
Done c = letd = — 1 
Je multiplie par X, puis X +oo 



J X=i 



X 2 + 1 



-i 2 + 2i + l 

(i ~ l) 2 



■ l x=i 



2 

= 2 = 1 



2 + 2i 



2 + 2i 



i 2 -2i + l -2 i 



0 — a + c 



Done a — — 1 

-X 2 + 2X + 1 -1 1 X — 1 

(X - 1) 2 (X 2 + 1) ~ X — 1 + (X — l) 2 + X 2 + 1 

Autre methode 

On trouve £> = leta + c = 0 comme ci-dessus. 

On prend X — 0 

1 = —a + b + d d — a 



Puis on prend X = — 1 



2 a b —c + d 

4x2 ~ ~2 + 4 + 



On multiplie le tout par 2 et on remplace b par 1 
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- = —a + — — c + d <=> — (a + c) + d = — 1 <=> d = 



D’ou : a — — 1 et c — — a — 1 



2 . 



Done X 3 = (X 2 -1)X + X et 

G(X) = 

II existe a et b des reels tels que 



X 3 




X 2 -1 


X 3 


-X 


X 


X 





C X 2 -1)X + X 
X 2 -l 



= * + 






(X- 1)(X+ 1) 



a b 

+ 



(X-1)(X + 1) X-l X + l 



Je multiplie par X — 1, puis X — 1 



a 



X 



[X + 1 



Je multiplie par X+l, puis X — — 1 



b = 



X 



X-l 



Done 



Allez a : Exercice 49 



x=i 2 

-1 _ 1 
x=—i —2 2 

1 1 



G(X) =X+ „ 2 - + 2 



X-l X+l 



Correction exercice 50. 

1. 



F(X) = 



6X 3 + 3X 2 - 5 



a b cX + d 

+ — — - + 



(X- 1)(X + 1)(X 2 + 1) X-l X+l X 2 + 1 
Je multiplie par X — 1 puis X — 1 



a - 



6X 3 + 3X 2 -5 



(X + 1)(X 2 + 1) 



x=i 



6 + 3-5 
2x2 



= 1 



b = 



Je multiplie par X + l puis X — — 1 

' 6X 3 + 3X 2 - 5 
(X — 1)(X 2 + 1) 
Je multiplie par X, puis X tend vers l’infini. 

6 — a + b + c, done c = 6 — 1 — 2 = 3 
X — 0 

5 — —5 + b + d done d — 5 + 1 — 2=4 
Done 



-6+3-5 



x =— 1 



-2x2 



= 2 



F(X) = 



6X 3 + 3X 2 - 5 



1 2 3X + 4 

+ - + 



(X-1)(X + 1)(X 2 + 1) X-l X+l X 2 + l 
2. II reste a decomposer dans C[A] 

3X + 4 3X + 4 



a a 

+ 



X 2 + 1 (X -i)(X + i) X-i X + i 
Je multiplie par X — i, puis X — i. 

\3X + 4 



a — 



_ 3i + 4 _ (3i + 4)(— 0 _ 3 
.X + i x=i 2 i 22 



Pascal Laine 
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Done 



Allez a : Exercice 50 



F(X) = 



6X 3 + 3X 2 - 5 



3 3 

1 2 f-2 i f + 2 i 

+ - — - + 4 - — - + 



(X - 1)(X + 1)(X 2 + 1) X-l X + l X-i X + i 



Correction exercice 5 1 . 



aX + b c d 

+ - — r + 



(x 2 + x + i)(x — i ) 2 x 2 + x + i x-i (x-i j 2 

On multiplie par (X — l) 2 , puis X — 1 

3 



(*) 



d = 



[X 2 + X + l 



= 1 



x=i 



Premiere methode 

On multiplie par X 2 + X + 1, puis X — j 
aj + b — 



(X ~ l ) 2 



3 1 

= = 7 = —J 2 = 1+ J 



>x=j O' -l) 2 j 2 — 27 + 1 -3 j j 

Done b — 1 et a — 1 
On prend X — 0 dans (*) 

3 — b — c + d => c — — 3 + b + d — — 3 + 1 + 1 = — 1 

Et done 

3 X+l 1 1 



+ 



(X 2 + X + 1)(X — l) 2 X 2 +X + l X-l (X-l) 2 

Deuxieme methode 

X — 0 dans (*) 

3 — b — c + d<^>b — c — 3 — d — 2<^>b — 2 + c 
On multiplie par X, puis X -> +oo 

0 = a + c<=>a = — c 

X — — 1 dans (*) 

3 c d 3 c 1 3 1 3 33 

- = —a + b — - + — <=$ - = c + (2 + c) — - + - - — - — 2 = - c — - = - c <=> c = —1 

4 244 2444 2 22 



Et done 



X + l 



1 1 
+ ■ 



(X 2 +X + 1)(X- l) 2 X 2 +X + l X-l (X-l) 2 



Pour la decomposition dans C(X), il suffit de decomposer 
II existe A G C tel que 



x+i 



X 2 +X+l 

X 2 + X + 1 = (X — j)(X — j 2 ) 



comme 



X + l 



X+l 



A A 

+ 



X 2 +X+l (X — ;)(X — j 2 ) X — j X-j 2 
On multiplie par X — j, puis X = j 

1 , .V3 

j + 1 



A = 



X + l 



lX-j 2 \ 



1 ^ . V3 1 

2 + 1 ~2 + 1 



x=j 



J ~J‘ 



1 , ,V3 ( 1 ,V3^ 



2 + l 2 



2 + i 2 _ 1 _ .V3 
iV3 “2 1 6 



X + l 



1 _ ,V3 1 V3 

2 1 6 + 2 + l 6 



X 2 +X + l X-j X-j 2 
1 ,V3 1 , ,V3 



2 1 6 + 2 + 1 6 



1 1 

+ 



(X 2 +X + 1)(X- l) 2 X-j X-j 2 X-l (X-l) 2 
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Allez a : Exercice 5 1 



Correction exercice 52. 

^_A 2 + 1-1_ X 2 + 1 1 

F ~ (X 2 + l) 2010 ” (X 2 + l) 2010 ” (X 2 + l) 2010 
Allez a : Exercice 52 



1 1 
(X 2 + l) 2009 ” (X 2 + l) 2010 



Correction exercice 53. 

II faut d’abord diviser le numerateur par le denominateur. 

X 4 (X - l) 3 = X 4 (X 3 - 3X 2 + 3X — 1) — X 7 — 3X 6 + 3X 5 - X 4 



X 8 


+ X+1 


X 7 - 3X 6 + 3A 5 - X 4 


X 8 - 3X 7 + 3X 6 - X 5 




X + 3 


3X 7 - 3X 6 + X 5 


+ X+1 




3X 7 - 9X 6 + 9X 5 - 3X 4 






6X 6 - 8X 5 + 3X 4 


+ X + 1 





X 8 + X + 1 (X 7 - 3X 6 + 3A 5 - X 4 )(X + 3) + 6X 6 - 8X 5 + 3X 4 + X + 1 



X 4 (X — l) 3 



= X + 3 + 



X 4 (X - l) 3 
6X 6 -8X 5 + 3X 4 +X+1 



On pose alors 



G(X) = 



X 4 (X - l) 3 

6X 6 -8X 5 + 3X 4 + X + 1 



X 4 (X - l) 3 

0 est un pole d’ordre 4 du denominateur on effectue alors la division suivant les puissances croissantes 
de 



1 + X + 3X 4 - 8X 5 + 6X 6 par (X — l) 3 — —1 + 3X — 3X 2 + X 3 a l’ordre 4-1 = 3 
(Le 4 est le 4 de X 4 ) 



1+X 






+ 3X 4 


- 8X 5 + 6X 6 


1-3X + 


3X 2 


— X 3 






4X- 


3X 2 


+ x 3 


+ 3X 4 


- 8X 5 + 6X 6 


4X- 


12X 2 


+ 12A 3 


— 4X 4 






9X 2 


- 11A 3 


+ 7X 4 


- 8X 5 + 6X 6 




9X 2 - 


- 27X 3 + 27A 4 


— 9X 5 






16A 3 - 


- 2 OX 4 


+ X s + 6X 6 






16A 3 - 


-48X 4 


+ 48X 5 - 16X 6 








28X 4 


- 47X 5 + 22A 6 



-1 + 3X-3X 2 + X 3 
-1-4X-9A 2 -16A 3 



On en tire 
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1 + X + 3X 4 -8X 5 + 6X 6 

= (-1 + 3X - 3X 2 + X 3 )(-l -4X- 9X 2 - 16X 3 ) + 28X 4 - 47X 5 + 22X 6 
6X 6 -8X 5 + 3X 4 + X +1 

_ (-1 + 3X - 3X 2 + X 3 )(-l -AX- 9X 2 - 16X 3 ) + 28X 4 - 47X 5 + 22X 6 
~ ( x^iy 3 

6X 6 -8X S + 3X 4 + X + 1 _ _ 28X 4 - 47X 5 + 22X 6 

<=> — — = -l-4X- 9X 2 - 16X 3 + — 



(x-iy ( x-iy 

6X 6 - 8X 5 + 3X 4 + X + 1 -1-4X-9X 2 - 16X 3 X 4 (28 -47X + 22X 2 ) 



X 4 (X - l) 3 



X 4 



+ 



X 4 (X - l) 3 



1 4 9 16 . 28 - 47X + 22X 2 

^ G “ ~~X 4 ~Y 3 ~X^ ~Y + (X - l ) 3 



On pose alors 



H = 



28 - 47X + 22X 2 

_ 113 



a 



(X - 1 ) 

On multiplie par {X — l) 3 , puis X = 1. 



+ 



+ 



x-i (x-iy (x- 1 ) 3 



On multiplie par X, puis X -» +cx> 



c = [28 - 47X + 22X 2 ] x=1 = 3 



22 — a 



X = 0, 

Done 

Et alors 

Allez a : Exercice 53 



28 = — a + b — c <=> —28 - —22 + b — 3 <=> b — —33 

_ 28 - 47A + 22A 2 22 _ 53 3 

H ~ (X - l ) 3 ~ X-l + (X-l ) 2 + (X-l ) 3 

1 4 9 16 ! 22 3 i 3 

F ~ x + 3 ~ x 4 ~ x 3 ~ x 2 ~ T + x - 1~ (x - iy + (x - iy 



Correction exercice 54. 

Le degre du numerateur est strictement inferieur a celui du denominateur, pas de division. 
La forme de la decomposition est : 

X 4 + 1 a i b cX + d i eX + f 

x 2 (x 2 + x + iy ~ x + x 2 + x 2 + x + 1 + (x 2 + x + iy 

On multiplie par X 2 , puis X — 0. 

7 f X 4 + 1 

b ~ (x 2 + x + 1 y 




On multiplie par (X 2 + X + l) 2 , puis X = j. 

\X 4 + 1" 



ej + f = 



X 2 



x=j 



j 4 + 1 _j + 1 

j 2 j 2 




-1 



Done e — 0 et / = —1. 

Ensuite ce n’est pas simple, il manque encore 3 coefficients. 

On pourrait multiplier par X puis faire tendre X vers l’infini, mais ensuite il faudra prendre deux valeurs 
et bonjour les fractions penibles, alors on va inaugurer une nouvelle technique qui sert dans des cas un 
peu compliques. 



38 



Polynomes et fractions rationnelles 



Pascal Laine 



A 4 + 1 _ a , 1 cX + d _ -1 

A 2 (A 2 + X + l) 2 ~ X + A 2 + X 2 + X + 1 + (X 2 + X + l) 2 

X 4 + 1 1 1 a i cA + d 

^ a 2 (a 2 + a + 1) 2 _ a 2 + (a 2 + a + 1) 2 ~ a + a 2 + a + i 

J’appelle 

X 4 + 1 1 1 

G ~ a 2 (a 2 + a + i y~x 2 + (x 2 + x + 1 ) 2 

C’est une fraction rationnelle, d’apres l’unicite de sa decomposition en element simple, qui est, d’apres 
la ligne ci-dessus, - + cX+d , on doit pouvoir, en reduisant au meme denominateur, trouver que le 
denominateur de G est A(A 2 + X + 1). On y va. 

X 4 + l 1 1 _A 4 + 1-(A 2 +A + 1) 2 +A 2 

G ~ x 2 (x 2 + x + iy ~ x 2 + (x 2 + x + i y ~ x 2 (x 2 + x + i y 

_X 4 +X 2 + 1-(X 4 +X 2 + 1 + 2X 3 + 2X 2 + 2X) _ -2X 3 - 2X 2 - 2X) 

~ x 2 (x 2 +x + i y x 2 (x 2 +x + i y 

-2 

- X(X 2 + X + 1) 

On a done 



a cX + d 
= - + 



X(X 2 +X + 1) X X 2 +X + 1 



On multiplie par X, puis X — 0 



a = 



On multiplie par X 2 + X + 1, puis X — j. 



cj + d — 



X 2 + X + 1 
2 



= -2 



x=o 



x 2 \ x =j j 



= -*=-V 



Done c — —2 et d — 0 



Finalement 

X 4 + 1 _ —2 _ 1 -2X i -1 

x 2 (x 2 + x + iy ~ ~x~ + x 2 + x 2 + x + 1 + (x 2 + x + iy 

Allez a : Exercice 54 



Correction exercice 55. 

Ensuite je diviserai par 16 
16X 5 

F = 



16X 5 



(x 4 — i ) 2 (x- iy(x + iy(x-iy(x + iy 



a 



+ 



+ 



+ 



e f e f 

+ — : + —7 1 +- : + 



x-i (x-iy x + i (x + iy x-i (x-q 2 x + i ( x + iy 

Avec a, b, c et d reels et e et / complexes. 

II est facile de trouver b, d et /. 

Je multiplie par ( X — l) 2 , puis X — 1 



b - 

n 

Je multiplie par ( X + l) 2 , puis X — — 1 
d = 



16A 5 




16X 5 


(A + i y (x-iy (x + iy 


X=1 


(A + 1) 2 (A 2 + 1) 2 



= 1 



x=i 



16A 5 




16A 5 


(A - 1) 2 (A - i) 2 (X + i) 2 


X=1 


(A — 1) 2 (A 2 + l) 2 



= -1 



J X = — 1 



Je multiplie par (A — i ) 2 , puis X — i 
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16X 5 




16X 5 




16 i 5 16i 


(X + l) 2 (X-l ) 2 (X + i) 2 


X=1 


(X 2 -l) 2 (X + i) 2 


X=i 


“ (— 2) 2 (2i) 2 " 4(— 4) 



/ = 



F est impaire done F(—X) — —F(X), soit encore : —F(—X) — F(X) 






-F(-X) = - (-?— + b , + + d , + — 7 + , . . . .. 2 

v ' V-X-l ( -X-l ) 2 -X+l ( -X+l ) 2 -X-l (- X-l ) 2 -X+l (-x+i) 2 



/ 



+ 



- + 



/ 



0 2 ) 



+ — - 



/ 



+ — - 



/ 



_r(_v\ — 0 i 

V J X+l (x+l) 2 X-l (x-l) 2 ' X+i (X+i) 2 ' X-t (x-i) 2 

En identifiant les coefficients avec ceux de F (X), on a : 
a — c, b — —d, e — e et / = — / 

b — —d, ga on le savait deja, e = e done e est reel et / = — / entraine que / est un imaginaire pur, ce 
que l’on savait deja. 

X — 0 donne 

F(0) = 0 = — a + b + c + d + ie — f — ie — f — — a + c + i(e — e) 

Car b+d = 0et-f — f — i — i — 0 

Cela donne 0 = —a + c + i(e — e) — a + c + 2i(ilm(e) — —a + c — 2Im(e) 

Or a — c done Im(e) = 0 autrement dit e est reel. 

Je multiplie par X, puis je fais tendre X vers oo. 

0 = a + c + e + e = 2a + 2e 

Done e = —a 

Comme c = a, b = 1, d = — 1 et / = — i 
On a : 

16X 5 a 1 a 1 



F = 



a 



a 



+ 



+ 



+ 



c X 4 - 1 ) 2 X-l (X-l y X + l (X + l y X-i (X-i) 2 X + i (X + 1) 2 
Ceci etant vrai pour tout X G C\{— 1,1, —i, i}, je prends X — 2 . 



16 x 32 



a 



+ 



+ 



a 



a 



a 



+ 



(16 - l) 2 2-1 (2-1 Y 2 + 1 (2 + l) 2 2 - i (2 - i) 2 2 + i (2 + i) 2 

16x32 a 1 a(2 + i) i(2 + i) 2 a(2 — i) i(2 — i) 2 

~^5^ = a + 1 + 3“9 5 P 5 * P 

^ 16 x 32 4a i 8 4a i(3 + 4i) _ i(3 — 4i) 

^ 15 2 _ T + 9 - ^ 25 + 25 

16 x 32 20 - 12 8 8 

° 3 2 x 5 2 ” 15 a + 9 + 25 



<=> 16 x 32 = 8 x 15a + 8x25 + 8x9<=>2x32 = 15a + 25 + 9 <=> 30 = 15a <=> a = 2 



Done 
F = 



16X~ 



+ 



+ 



+ 



c X 4 - l) 2 X-l (X-l Y X + l (X + l ) 2 X-i (X-i) 2 X + i (X + i) 2 

II reste a diviser par 16 : 

lj_lj_l_i_l_i_ 

8 , 16 ,8 16 8 16 8 , 16 






+ 



■ + 



+ ■ 



(x 4 -i y x-i (x-i y x + i (x + i) 2 x-i (x-i) 2 x + i (x + o 2 

Ensuite pour decomposer dans E[X] il faut reunir les conjugues. 

X 5 



(X 4 - l) 2 



1 

8 



+ 



1 

16 



+ 



1 

8 



1 

16 



+ 



X-l ' (X-l) 2 X + l (X + l) 2 8 \X-i X + 

if 1 1 



hi) 



16 \(X - i) 2 (X + i) 



0 2 ) 
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X 5 



1 

8 



+ ■ 



1 

16 



+ ■ 



1 

8 



1 

16 



4 



i (X + Q 2 -(X- 

C x 2 + i ) 2 



(X 4 - l ) 2 X - 1 (X - l ) 2 X + 1 (X + l ) 2 X 2 + 1 16 

_ 1 1 1 1 X 

X 8 16 R 1* a i 4iX 

I ^ n n "l 



8 



16 



(X 4 - l ) 2 X - 1 (X - l ) 2 X+l (X + l ) 2 X 2 + 1 16 (X 2 + l ) 2 

1 1_ 1 J_ X X 

x 8 16 .8 16 4 4 

(X 4 - l ) 2 X - 1 (X - l ) 2 X + 1 (X + l ) 2 X 2 + 1 (X 2 + 1 y 

Je vais maintenant decomposer directement cette fraction dans R[X]. 



Comme dans C[X] je vais decomposer F = 



16X b 



F = 



16X E 



a 



+ 



U 4 -i ) 2 

P , y 



+ 



+ 



eX + Z r]X + e 

+ ~Z T + 



(. x 4 - 1) 2 x-i (x-i) 2 x + i (x + i) 2 x 2 + i (. x 2 + 1 ) 2 

De la meme fagon, on trouve que /? = 1 et 5 = — 1 
Je multiplie par ( X 2 + l) 2 , puis je prends X = i 



r/i + 6 — 



16X E 



[(x 2 - iy 



16r 



Done 77 = 4 et 0 = 0. 

F est impaire done — F(— X) — F(X) 

a /? 



-F(-X) = 



+ ■ 



■ + 



X=i 



y 



(-i-i) 2 



+ ■ 



= 4i 



-eX + l —r\X + 6 
■+ ... . ~ + 



-X-l (-X - l ) 2 -X+l (-X + l ) 2 X 2 + 1 (X 2 + l ) 2 

a (3 y 8 



+ 



eX-Z riX-6 
+ tt^-± + 



X + l (X + l) 2 X-l (X-l) 2 X 2 + 1 (X 2 + l) 2 

a — y 

-F(-X) = F(X) <=> 




On savait deja que (3 = —8 e t que 9 — 0. 
Pour 1’ instant on en est a : 

16X 5 a 1 



F = 



+ 



+ 



y 



eX 

+ . + 



4X 



(X 4 - l) 2 X-l (X-l) 2 X + l (X + l) 2 X 2 + 1 (X 2 + l) 2 

Je multiplie par X, puis on fait tendre X vers oo. 

0 = a + y + £ 

Comme a = y, on a e = —2 y. 

On peut essayer X = 0 mais cela redonne a — y. 

Pour 1’ instant on en est a : 



16X E 



y 



+ ■ 



+ 



y 



2 yX 



+ 



4X 



(X 4 - l) 2 X-l (X-l) 2 X + l (X + l) 2 X 2 + 1 (X 2 + l) 2 

Comme dans C[X], je vais prendre X = 2. 

16 x 32 , y 1 4y , 8 _ 16 x 32 _ 4/ 4/ _ 8 _ 8 _ 16 x 32 _ 8+ _ 

(16^Tj 2 ~ r + 1 + 3~9~Y + 5 2 ^^5^~Y~T + 9 + 25^^5 2 ~~15 + 

<=> 16 x 32 = 8 x 15+ + 8x 34 <=>2x 32 = 15+ + 34 <=> y = 2 



F(X) = 



16X E 



+ 



+ 



4X 



+ 



4X 



(X 4 - l) 2 X-l (X-l) 2 X + l (X + l) 2 X 2 + 1 (X 2 + l) 2 

On divise par 16 et voila. 

A partir de la, on peut retrouver la decomposition dans C[X], pour cela il suffit de decomposer 



4 X a a 

X 2 + 1 ~ X - i + X + i 



Et 



) 



8 x 34 

9 x 25 
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Polynomes et fractions rationnelles 



Pascal Laine 



4A 



b b 
■ + - — - + ■ 



+ 



(X 2 + l) 2 X-i X + i (X - i) 2 (A + i) 2 



A faire. 

Troisieme methode 
On repart de 

F00 = 



16X e 



a 



+ 



+ 



y 



eX + Z 

■ + -= — T + 



4X 



(x 4 - iy x — i (x — i ) 2 x + 1 (a + 1 ) 2 x 2 + i ( a 2 + 1 ) 2 

1 1 4X 

+ 



a y eX + ( 

+ — J — + —z T + 



On va calculer 
1 



X — 1 X+l X 2 + 1 (X — l) 2 (X + l) 2 (X 2 + l) 2 

1 4X 

+ 



(X — l) 2 (A+l) 2 (A 2 + l) 2 

_ (X + 1) 2 (A 2 + l) 2 — (X — 1) 2 (X 2 + l) 2 + 4X(X - 1) 2 (X + l) 2 
” (X - 1) 2 (X + 1) 2 (X 2 + l) 2 

_ ((A + l) 2 — (X — 1) 2 )(X 2 + l) 2 + 4A(A 2 - l) 2 
" (A 2 - 1) 2 (A 2 + l) 2 

_ (A 2 + 2A + 1 - A 2 + 2A - 1)(A 4 + 2A 2 + 1) + 4A(A 4 - 2A 2 + 1) 
" (A 4 - l) 2 

4A(A 4 + 2A 2 + 1) + 4A(A 4 - 2A 2 + 1) 8A(A 4 + 1) 



Done 



F = 



16X E 



a 



+ 



+ 



(A 4 - l) 2 

y i 



eX + ^ 



(A 4 - l) 2 
4A 



(A 4 - l) 2 A - 1 (A - l) 2 A + 1 (A + l) 2 A 2 + 1 (A 2 + l) 2 

a y £A + 1 8A(A 4 + 1) 8A(A 4 + 1) 



A - 1 A + 1 A 2 + 1 (A 4 - l) 2 



(A 4 - l) 2 



a y sX + <T 

+ — — + — ^-<=> 



16A e 



8A(A 4 + 1) 



a y eX + ( 

+ ——— + 



A - 1 A + 1 A 2 + 1 (A 4 - l) 2 (A 4 - l) 2 A - 1 A + 1 A 2 + 1 



16A 5 - 8A(A 4 + 1) 
(A 4 - l) 2 
16A 5 - 8A 5 - 8A 
> (A 4 - l) 2 

8A 5 - 8A 



a y £A + ( 

X -1 + X + 1 + X 2 + 1 

a y eX + 1 

+ ——— + 



A — 1 A + 1 A 2 + 1 

a y eX + ( 

+ - — - + 



(A 4 - l) 2 A - 1 A + 1 A 2 + 1 
8A(A 4 - 1) 



a y £ X + ( 

(A 4 - l) 2 _ A - 1 + A + 1 + A 2 + 1 
8A 



a y eX + ( 
+ —^—4- 



A 4 — 1 A — 1 A + 1 A 2 + 1 
8A a y £ A + ^ 



■ + 



■ + 



(A- 1)(A + 1)(A 2 + 1) A — 1 A + l A 2 + 1 
On multiplie par A — 1, puis A = 1 

8A 



a — 

On multiplie par A + l, puis A = — 1 

P = 

On multiplie par A 2 + 1, puis A = i 

e + i( — 



L(A + 1)(A 2 + l)\ x=1 
8A 



= 2 



(A — 1)(A 2 + 1) 
8A 



= 2 



X 2 ~ 1 *X=i 



— —4 i => e — 0 et ( — —4 
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Polynomes et fractions rationnelles 



Pascal Laine 



Done 

a i y £ X + C 2 i 2 
X-1 + X + 1 + X 2 + 1~X-1 + X + 1 

Et enfin 

16X 5 2 12 1 

F ~ (x 4 - iy ~ x - 1 + (x - iy + x + 1 ~~ (x + ly 

II ne reste qu’a diviser par 16 
Allez a : Exercice 55 



4X 

X 2 + 1 

4X _ 4X 
X 2 + 1 + (X 2 + l) 2 



Correction exercice 56. 

1. a est une racine simple de Q done il existe Q 1 tel que Q — (A — a)Q 1 avec Qiioe) A 0 

P a 



F _ P _ 



+ 



Q ( X - a)Q t X-a 

En multipliant par X — a, puis en faisant X — a, on trouve (classiquement) 

Pi.cc) 



a = 



Qiiec) 



D’ autre part 

Q = (X - a)Q 1 =>Q' = Q 1 + (X- a)Q[ 

En faisant X — a dans cette derniere expression on trouve que Q'( a ) — Qi ( a ) 
Par consequent 

Pi.ec) 

a — 



2 . 



IT 



Q'iee) 



2ikn\ 



k = 0 



Done il existe a 0 , a t , ... , a n _ 1 tels que : 



n- 1 

=1 



a k 



2ikn 



k=0 X — e n 

En appliquant le resultat du 1°), avec P — X et Q' — nX n ~ l 

2ikn 

l 2ik(l-(n-l))n \ 2ik(2-n)n 1 4ikn 



e n 



O-k = 



/ 2ikn \ n 1 

[ e N 



— —e 
n 



— —e n — —e n 
n n 



n 



Done 



n-i 1 ±i*ZE 
— e n 
n 



-I 



2ikn 



k= oX — e n 



Allez a : Exercice 56 



Correction exercice 57. 

1. P — X 5 — X 3 + X 2 — 1 — X 3 iX 2 — 1) + ix 2 - 1) = (X 2 - 1)(A 3 + 1) 

— 1 est racine de X 3 + 1 done on peut factoriser par X + 1, et on trouve, a l’aide d’une division 
elementaire X 3 + 1 — iX + l)iX 2 — X + 1). X 2 — X + 1 n’a pas de racine reelle 
On deduit de tout cela que la decomposition dans R[A] est : 

P = iX - l)iX + 1)(A + 1)(X 2 — X + 1) — iX — 1)(A + 1) 2 (A 2 - X + l) 

X 2 — X + 1 admet deux racines complexes conjuguees 

1 — iV 3 _ 1 + iV 3 
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Polynomes et fractions rationnelles 



Pascal Laine 



La decomposition dans C[X] est : 

p = {x- i)(x + i) 2 (x + j)(x + j 2 ) 

2. II existe a, b, c et d reels tels que : 

X + 1 X + 1 1 



(X -1)(X+ 1) 2 (X 2 -X+l) (X - 1)(X + 1)(X 2 - X + 1) 



a b cX + d 

+ 77 — 7 + 



X-l X + l X 2 -X+l 
On multiplie par X — 1, puis X — 1 

1 

a — 



l(X+l)(X 2 -X+l)] x=1 2 



On multiplie par X + l, puis X — — 1 

b = 



l(X - 1)(X 2 - X + 1)1^ 6 



On pose X — 0 



11 1 

— 1 — — cl + b + d => d — — 1 + a — b — — 1 + — + — — — ~ 

2 6 3 



On multiplie par X, puis X tend vers l’infini 



11 1 

0 = a + b + c=>c = —a — b = 

2 6 3 



X+l 



1 

6 



+ 



1 1 
3*-3 



X-l X+l X 2 -X +1 



Allez a : Exercice 57 
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FACULTE DES SCIENCES BEN M'SIK Departement de Mathematiques 

CASABLANCA et Informatique 

Serie N°2 D’ALGEBRE I : (SMP,SMC) 



Exercice 1. . 

Determiner a, b , c, u,v G (C pour que les polyndmes 

P(x ) = ax 4 + bx 3 + x 2 — (2 + i)cx + 2 et Q(x) = x 4 + ux 3 + x + iv 

verifient : d°(P + Q) = 3 et val(P + Q) = 2. 



Exercice 2. . 

Faire la D.E de A par B et de B par A dans les cas suivants et dire si I’un divise 
V autre : 

1) A = Ax 3 + x 2 et B = x + 1 + i, 

2) A — (x — 1) et B = x 4 — 4a: 3 + 6a; 2 — 4a; + 1, 



Exercice 3. . 

En utilisant l ’ algorithme d Euclide donner le pgcd de A et B dans les cas suivants : 

1) A = x 4 — 1 et B = 2x 3 + x 2 — 2x — 1. 

2) A = x 4 + 1 et B = x 4 + x 2 + 1. 



Exercice 4. : 

Faire -si possible- la division suivant les puissances croissantes de A par B et de B 
par A : 

A = x 4 — 3x 3 + 2x et B = x 2 + 2 a l ’ordre 3. 



Exercice 5. . 

Trouver les racines complexes et leurs ordres de multiplicite des polyndmes suivants 

1) A 1 = 4a; 3 + x 2 et A 3 = 64a; — 32 — 2a; 4 + 16a; 3 — 48a; 2 . 

2) Bi = (a; 4 — l) 4 et B 2 = 2a; 3 + x 2 — 2x — 1. 



Exercice 6. . 

a) Decomposer en facteurs irreductibles dans IR [a;] les polyndmes suivants : 

Pi = x 4 + 1 et P 2 = x 4 + x 2 + 1 



b) Trouver : pgcd(Pi, P 2 ). 

Exercice 7. ; 

Faire la decomposition en elements simples des fractions suivantes : 

2 

1) H = dans Ufa;) puis dans (Tlx). 

7 (x + l) 3 (a; 2 + 1) v ' w 

2) I = — dansi D(a;) puis dans IR(a;). 




Serie N°3 D’ALGEBRE I : (SMP,SMC) 



Exercice 8. . 

1) Trouver le quadruplet (x,y,z,w) verifiant : 

5(x, y, z, w ) - 6(1, 0, A 6) = (-2, 3, -7, 1) . 

2) Peut-on trouver a, f3 G IR tels que : 

(2, 0, 3, 1, -5) = a(0, 1, -1, 0, 4) + f3(-2, 1, 2, 2, 3) ? 



Exercice 9. . 

a) Verifier si F\ = {(x,y) G IR 2 / x > 0 et y > 0} est un sous espace vectoriel de 

IR 2 . 

b) Meme question avec 

F -2 = {(x, y, z ) e IR 3 / z = 0 et 2x — y = 0} dans IR 3 . 

Exercice 10. . 

On considere dans IR 3 les vecteurs 

X = (2, 0, 3), Y = (-1, 1, 3 ), Z= (1, 1, 6) etW = (4, -2, -3). 

1 ) Peut-on ecrire Z comme combinaison lineaire de X et Y ? 

2) Peut-on ecrire W comme combinaison lineaire de X et Y 9 

Exercice 11. : 

Parmi les families de IR 3 suivantes lesquelles sont libres, generatrices, bases ? 

a) Ci — ((1, 0, 2); (2, 1, 0); (3, 1, 2); (1, 1, —2)) 

b) C 2 = ((1,0, 2); (2, 1,0); (0,0, 2); (1,1,0)) 

c ) C 3 = ((1, 0, 2); (2, 1, 0)) 

d) C 4 — ((1, 0, 2); (2, 1, 0); (0, 0, 2)). 

Exercice 12. . 

On considere dans IR 3 , les deux s.e.v F\ engendre par la famille (u\,U 2 ) et F 2 en- 
gendre par la famille (r>i;v 2 ) avec : 

Mi = (0, 1,-1) , u 2 = (0, 1,1) ,vi = (0, 1, 2) et v 2 = (2, 3, 4) . 

1) Donner des bases et determiner les dimensions de F\ , F 2 , F\ D F 2 et F\ + F 2 . 

2) Determiner a pour que x = (1, a, 2) appartienne a F 2 . 
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Solution de la serie N°2 D’ALGEBRE I : (SMP,SMC) 

Solution 1. : 

On a 

P(x) + Q(x ) = (ax 4 + bx 3 + x 2 — (2 + i)cx + 2) + ( x 4 + ux 3 + x + iv) 

= (a + l)x A + (b + w)a; 3 + x 2 + (— (2 + i)c + l)x + (2 + iv) 

Et done d\P + Q) = 3 -<=>- (a + 1) = 0 et (b + u) ^ 0 
a — — 1 et 67^ — u. 

etval(P+Q ) = 2 (2+n>) = 0 et (— (2+i)c+l) = 0 et le coef ficient de x 2 non nul 

v — 2 i et c — | (2 — i). 



Solution 2. : 

1) La DE de A = Ax 3 + x 2 par B = x + 1 + i donne 



4r 3 + x 2 
Ax 3 + Ax 2 {l + i) 
x 2 (—3 — Ai ) 

a; 2 (— 3 — Ai) + (1 — 7 i)x 
(7i — l)x 

(7 i - l)x + (6i - 8) 

(8 - 6 i) 



x + 1 + i 

Ax 2 + (—3 — Ai)x + (7 i — 1) 



d’ou 

Ax 3 + x 2 = (x + 1 + i)(4r 2 + (—3 — Ai)x + (7 i — 1)) + (8 — 6 i) 

La DE de B par A donne tout de suite B = 0 .A + BQ = 0etR = 
d°(B) < d\A)). 

Et done A ne divise pas B et B ne divise pas A. 



B ( car 



2) La DE de A — (x — 1) par B = x A — 4r 3 + 6a; 2 — Ax + 1 donne tout de suite Q = 0 
et R = A = (x — 1), ceci car d\A) < d\B) 

La DE de B = x A — Ax 3 + 6a; 2 — Ax + 1 par A — (x — 1) donne Q = x 3 — x 2 + x — 1 
et R = 0, 

B ne divise pas A et A divise B. 



Solution 3. ; 

1) A = x A — 1 et B = 2x 3 + x 2 — 2x — 1 . 

On a A = QiB + R\ = ( \x - \)B + (|a; 2 - |) 
et B = Q 2 R 1 + R 2 = ^ 

i? 2 = 0 done le dernier reste non nul est R\ = (|a; 2 — 

D’ou pgcd(A, B) = i(|a; 2 — |) = x 2 — 1. 

4 

2) A = x 4 + 1 et B = x 4 + x 2 + 1. On a 

A = Q\B + R,\ — l.B + (— x 2 ) et B = Q 2 R 1 + R 2 = (~x 2 — l)R\ + 1. Comme R 2 
est constant done le reste qui suit est 0. D’ou pgcd(A, B) — R 2 — 1. Ainsi A et B 
sont premiers entre eux. 




Solution 4. : 

1) La dspc de A par B a I’ordre 3 donne A = (x — 2 x 3 )B + a; 4 (l + 2x) 
et la dspc de B par A n’est pas possible puisque A(0) = 0. 



Solution 5. : 

1) On a Ai — 4a; 3 + x 2 = x 2 {4x + 1) = A(x — 0) 2 (a; — (— |)), 

A\ de degre trois a trois racines toutes reelles 

x\ = x 2 = 0 done 0 racine double et x 3 = — \ racine simple. 

Pour A 2 = x 4 — 4a; 3 + 6a; 2 — 4a; + 1 on remarque que A 2 { 1) = 0 
on calcule successivement A 2 { 1) = 0, A 2 { 1) = 0, ^^(l) = 0 et ^^(l) o. 

Done 1 est racine d’ordre quatre de A 2 

comme d°A 2 = 4, on a A 2 = a{x — l) 4 avec a = 1 le coefficient de x 4 . 

De meme pour A 3 = 64a; — 32 — 2a; 4 + 16a; 3 — 48a; 2 on remarque que A 3 {2) = 0 
on calcule successivement A' 3 (2 ) = 0, A 3 { 2) = 0, Ag 3 ^(2) = 0 et A^{2) 0. 

Done 2 est racine d’ordre quatre de A 3 

comme d°A 3 = 4, on a A 3 = a{x — 2) 4 avec a = 2 le coefficient de x 4 . 

D’ou A 3 = 2(x — 2) 4 . 

2) Soit z G (D avec z = re dl , r e 1R^_, par des equivalences on a : 

B 1 (z)=0 44 z 4 = 1 44 r 4 e 4di = e 0i 

j r 4 — 1 f r — 1 

^ \ 46 = 0 + 2kn keTL ^ \ 6 = k G TL 
on trouve quatre racines distinctes chacune d’ordre deux. Done B\ a huit racines en 
tout : 

PW -1 27T • . 47T • 67T • 

z a = e = 1, z 1 = e 4 = i, z 2 = e * = — 1 et z 3 = e 4 = — 1 
d'ou, Bi = (a; 4 — l) 2 = (x — l) 2 (a; — i) 2 (x + l) 2 (a; + i) 2 dans(T\x] 
et Bi = ( x 4 — l) 2 = (x — l) 2 (x + l) 2 (a; 2 + l) 2 dans IR [a;] 

Pour B 2 = 2x 3 + x 2 — 2x — 1 on remarque que X\ = 1 est racine de B x puisque 
B- 2 (l) = 0 

et on divise B 2 par (x — 1) ce qui donne B- 2 = {x — l){2x 2 + 3a; + 1). 

Les racines de {2.x 2 + 3a; + 1) sont x 2 = — 1 et x 3 = — \ 

Ainsi B 2 a trois racines simples 1, —1 et — | 

D 7 ou B 2 = a(x — l)(x + l)(x + |) = 2{x — l)(a; + l)(x + \). 



Solution 6. . 

Le polynome Pi = x 4 + 1 est de dgre 4 done s ’ecrit comme produit de deux polyndmes 
du second degre. Puisque son coefficient dominant est 1 et P( 0) = 1 alors : 
il existe a, b e IR : x 4 + 1 = (x 2 + ax + l)(a; 2 + bx + 1). 

Done il existe a, b G IR : x 4 + 1 = x 4 + (a + b)x 3 + (ab + 2)a; 2 + (a + b)x + 1 

Ce qui equivaut a <f _ g C done a b = — a et a 2 = 2. 

On trouve alors x 4 + 1 = {x 2 + \/2x + l)(a; 2 — \[2x + 1). 

Puisque les discriminants de ces polyndmes sont egaux a A = — 2 alors Us sont 
irreductibles dans IR[a;]. Par suite la factorisation en facteurs irreductibles dans 
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IR[x] est : 

x 4 + 1 = (x 2 + \f2x + l)(x 2 — \Z~2x + 1). 

Pour le polynome P2 = x 4 + x 2 + 1 on peut faire comme avant pour trouver a et b 
tels que P2 = ( x 2 + ax + l)(a; 2 + bx + 1). 

On tont de snzte on a : 

x 4 + a: 2 + 1 = (a; 4 + 2a: 2 + 1) — x 2 = (x 2 + l) 2 — x 2 
Et par I’identite remarquable 

x 4 + x 2 + 1 = (x 2 + 1 — x)(x 2 + 1 + x) = (x 2 — x + l)(x 2 + x + 1). 

Comme leurs discriminants sont egaux a A = —3, Us sont irreductibles dans IR,[x] . 

La factorisation dans IR[a;] de P 2 est alors 

x 4 + x 2 + 1 = (x 2 — x + l)(a; 2 + x + 1). 

Pour le polynome P 3 = ( x 2 — x + l) 2 + 1, on peut faire comme pour Pi ou on ecrit 
que : 

(x 2 — x + l) 2 + 1 = ((x 2 + 1) — x) 2 + 1 = [(x 2 + l) 2 — 2a;(a; 2 + 1) + x 2 ] + 1 

= {x 2 + l) 2 — 2a:(a: 2 + 1) + (x 2 + 1) = fx 2 + l)(a: 2 + 1 — 2a; + 1). 

Comme ( x 2 + 1) et ( x 2 — 2 x + 2) sont a discriminants negatifs, la factorisation de 

P3 dans IR[a;] est donnee par 

-P3 = ( x 2 + l)(a; 2 — 2a; + 2). 

b) D’apres ce qui precede il ny a pas de facteurs irreductibles en commun dans les 
decompositions de P\ et de P2. Par suite on a PGCD(Pi, P 2 ) = 1. 

Et pour la meme raison PGCD(P 1 , P 3 ) = 1 et PGCD(P 2 ,P 3 ) = 1 

Solution 7. : 

1 ) Posons x + 1 = y et done x = y — l, on a 
x 3 — x 2 — 3 x — 2 y 3 — Ay 2 + 2 y — 1 
(x + l) 3 (a; 2 + 1) y 3 (y 2 — 2y + 2) 
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la dspc de ( y 3 — Ay 2 + 2y — 1) par ( y 2 — 2y + 2) a l 'ordre 3 — 1 = 2 
donne (y 3 - Ay 2 + 2y - 1) = + \y + ^y 2 )(|/ 2 - 2y + 2) + ?/ 3 (-2 + | y) 

On revient ensuite a la variable x pour ecrire : 



H = 



+ 



+ 



+ 



5™ 3 

4 X 4 



X + 1 (x + l) 2 {x + l) 3 (x 2 + 1) 



Pour avoir la des dans$\x] on continue 



5, r _ 3 
4 X 4 



s t 

- + 



(; X 2 + 1) x — i ' x + i 
on trouve s — | + |i et t — | — |i. 
Hans(D(x) on anra 



H = 



+ 



+ 



a; + 1 (x + l) 2 (x + l) 3 



5,3- 5 _ 3 • 

_|_ 8^8 _|_ ° ° 



X 



x + i 



^ Les racines de x 6 + 1 sont x^ = avec 0 < k < 5. 

x a = ^ + \i, xi = i, x 2 = 

x 3 = — ^ ~ = ^ 2 ? x 4 = — i = xT et x 5 = ^ = x^. 

Hans (C(x) on aura 

j _ P _ a 0 



+ 



CL\ 



+ 



a 2 



+ 



a-.i 



+ 



a4 



+ 






Q (x - x G ) (x - Xi) (x - x 2 ) (x - x 3 ) (x - x 4 ) (x - x 5 ) 



puisque les poles sont simples on a tout de suite a h = ^}? k \ = — f = — — 

4 v ak > 6x k 6 



(car x\ + 1 = 0 et done x| = — 
Finalement 



' = -E 



Xk 

6 



X„ 



+ 



Xi 



+ 



2^2 



+ 



2^3 



+ 



X 4 



^ (x — Xfc) 6 V (x - Xo) (x - Xi) (x - x 2 ) (x - x 3 ) (x - x 4 ) 



+ 



2^5 

(x - x 5 ) 
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Exercice 1. 

(1) Trouver le quadruplet ( x,y,z,w ) tel que: 

5(s, y, Z, w ) - 6(1, 0, V2, 6) = (-2, 3, -7, 1). 

(2) Peut-on trouver a, f3 € K tels que: 

(2, 0, 3, 1, -5) = a(0, 1, -1, 0, 4) + /?(-2, 1, 2, 2, 3)? □ 



Exercice 2. 

(1) Oir considere dans l’espace vectoriel reel M 2 la partie: 

F = {(x, y) € M 2 : x, y > 0}. 

Est-ce un sous-espace vectoriel ? Justifier. 

(2) Merne questions, dans Pespace vectoriel reel M 3 , pour la partie: 

F = {(i,i/,z)€l 3 :z = 0 et 2x — y = 0}. □ 

Exercice 3. On considere dans Pespace vectoriel reel M 3 les vecteurs 

u = (2,0,3), u = (-1,1,3), z = (1,1,6), w = (4, -2, -3). 

Peut-on ecrire le vecteurs z (resp. w) comrne une combinaison lineaire de 
et v ? 




Exercice 4. Parmi les families de l’espace vectoriel reel M 3 suivantes 
lesquelles sont libres, generatrices ou bases ? 

(1) Ci = {(1,0, 2), (2, 1,0), (3, 1,2), (1,1, -2)}. 

(2) C 2 = {(1,0, 2), (2, 1,0), (0,0, 2), (1,1,0)}. 

(3) C 3 = {1,0,2), (2, 1,0)}. 

(4) C 4 = {(1,0, 2), (2, 1,0), (0,0, 2)}. 



Exercice 5. On considere dans l’espace vectoriel reel M 3 les deux sous- 
espaces vectoriels F\ . F 2 engendres, respectivement, par les families 

{ 111 , 112 } et {vi,v 2 } 

avec ui = (0, 1,-1), u 2 = (0,1,1), vi = (0,1,2), v 2 = (2,3,4). 

(1) Donner des bases et determiner les dimensions de F\, F 2l Fid F 2 et 
Ei + F 2 . 

(2) Determiner a£l pour que (1, a, 2) appartienne a F 2 . 
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Solution de la serie N°3 D’ALGEBRE I : (SMP,SMC) 

Solution 1. . 

1 ) Par equivalence on a : 

5(x, y, z, w ) - 6(1, 0, y/2, 6) = (-2, 3, -7, 1) < 



5(ar, V: Z, w) = 6(1, 0, V% 6) + (-2, 3, -7, 1) 

(5x, 5 y, 5 z, 5 w) = (6, 0, 6y/2, 36) + (-2, 3, -7, 1) 
(5x, by, 5z, 5 w) = (4, 3, 6^ - 7, 37) 



Ce equivaut a 
x = | 

y = s 

- _ 6 + 2-7 
^ 5 

W= f 

d’ou ( x,y,z,w ) = (|,|,^,f). 

2) Par equivalence on a : 

(2, 0, 3, 1, -5) = a(0, 1, -1, 0, 4) + p(- 2, 1, 2, 2, 3) 

(2, 0, 3, 1, -5) = (0, a, -a, 0, 4 a) + (-2/3, (3, 2(3, 2/3, 3/3 ) 

<*=*► (2, 0, 3, 1, -5) = (—2/3, a + (3,-a + 2/3, 2(3, 4a + 3/3 ) 

' -2/3 =2 

a + /3 =0 

—a + 2/3 =3 

2/3 = 1 

{ 4a + 3/3 = -5 

f 13 =-l 

a = —f3 = 1 

— 1 + 2(— 1) = —3 =3 

2 (— 1 ) =1 

l 4(1) + 3(— 1) — —5 

ce qui est impossible (on peut remarquer que les equations (1) et (4) du systeme 
donnent tout de suite une absurdite). 

Done le vecteur (2,0,3, 1, —5) ne peut s’ecrire comme combinaison lineaire des vec- 
teurs (0, 1, —1, 0, 4) et (—2, 1, 2, 2, 3) . 



Solution 2. . 

a) Soit (u, v) e F\ — { (x, y ) e 1R 2 / x > 0 et y > 0} et a G 1R 
alors a(u,v ) = (au,av) = (u',v'). 

Pour tout a < 0 on a vl < 0 et done (v! , v') ^ F { . 

On a la stability pour l ’addition mais pas pour la multiplication par un scalaire. 
Par suite F { n’est pas un sous-espace vectoriel de IR 2 . 

b) On a F -2 = {(x, y, z) G IR 3 / z = 0 et 2x — y = 0} C IR 3 : 

i) (0, 0, 0) G F 2 car (0, 0, 0) G IR 3 et 0 = 0 et 2x0 — 0 = 0. 

ii) soient U = (x, y, z) et V = (x' , y', z') G F 2 et a G IR 

aU + V = a(x, y, z) + (x' , y' , z') = (ax + x' , ay + y' , az + z') 

= (x",y",z") 




et l ’ on a z" — az + z' — 0 

et 2x" — y" = 2(ax + x') — ( ay + if) 

= a(2x — y) + (2x' — y') = 0 
Ce qui montre que all + V G F 2 . 

Par suite F 2 est un sous-espace vectoriel de IR 3 

Solution 3. ; 

X = (2, 0, 3), Y = (-1, 1, 3), Z = (1, 1 , 6 )etW = (4, -2, -3). 
1) S’il existe a, (3 G IR tels que Z = aX + [3Y on aura : 



(1,2,6) = (2a~P,P, 3a + 3/3) 
(2 a - /3 =1 

\ P =1 

I 3a + 3/3 =6 



= ±±l = 1 
2 1 



P =1 



a = *=& = ! 



On trouve done a = 1 et p — 1. On peut done ecrire Z comme combinaison lineaire 
de X et Y. 

On a done Z = l.X + l.Y 



2) S’il existe a, P G IR tels que W = aX + PY on aura : 



W = aX + pY (4, —2, —3) = (2a — P, P, 3a + 3/3) 

r 2a - P =4 
<=► < /? — —2 
[ 3a + 3/3 =3 
f a = ^ = 1 
<=► < P =~2 

1 a =« = 3 

ce qui est impossible ! On ne peut done ecrire W comme combinaison lineaire de X 
etY. 



Solution 4. : 

a) Soient (. x,y,z ) G IR 3 . cherchons les solutions a,P, 7 , A G IR te//es gate : 
a(l, 0, 2 ) + P( 2 , 1 , 0) + 7 ( 3 , 1, 2 ) + A(l, 1, - 2 ) = (x, y, z) 



ce qui equivaut a 



et ensuite a 



d’ou 



( a + 2/3 + 37 + A = x (h) 

</3 + 7 + A =y (Z 2 ) 

[ 2a + 27 — 2A = z (/.-->) 

a + 2/3 + 37 + A = x (l 1 ) 

/3 + 7 + -^ = 1 / (k) 

-4/3 - 4 7 - 4A 3 - 2a: (^ = l 3 - 2 h) 

a + 2/3 + 37 + A — x (/ 1 ) 

P + 7 + A = 2 / (/ 2 ) 



0 = z — 2x + Ay (l' z + 4/ 2 ) 
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L ’ equation 0 = z — 2x + % n’est pas verifiee pour un triplet quelconque de El 3 . 

La famille C\ = ((1, 0, 2); (2, 1, 0); (3, 1, 2); (1, 1, —2)) n’est done pas generatrice de 
JR 3 . 

Pour voir si elle est libre on remplace ( x,y,z ) par (0,0,0) et le systeme donne 

( a + 2/3 + 37 + A =0 
< 0 + 7 + A =0 

[0 =0 

done admet une infinite de solutions. La famille C\ = ((1, 0, 2); (2, 1, 0); (3, 1, 2); (1, 1, —2)) 
n’est done pas libre. 



b) Soient ( x,y,z ) G El 3 , cherchons les solutions a, 0 , 7 , A G El telles que : 
a(l, 0, 2) + 0(2, 1, 0) + 7 ( 0 , 0, 2 ) + A(l, 1, 0) = (x, y, z) 
ce qui equivaut a 



et ensuite a 



d’ou 



( Oi 2/3 A — x 
\ 0 + A =y 

[ 2 ^ + 27 — z 

ex + 2(3 + A = x 


(h) 

(h) 

(h) 


(h) 


0 + A 


= v 




(h) 


—40 + 2 7 — 2A = z — 2x 


(l' 3 = 


h ~ 2 /i) 


cx. + 2f3 + 87 + A — x 




(h 


0 + A 


= y 




(h 


2 7 + 2A 


= z — 2x + Ay 


{I3 + 4/2 



On garde A comme parametre et Von obtient 



a = x — 2y + A 

0 = y- A 

7 = 2 

A quelconque dans EA 



z—2x+4y ^ 



Le systeme admet toujours des solutions. La famille C2 = ((1, 0, 2); (2, 1, 0); (0, 0, 2); (1, 1, 0)) 
est done generatrice de El 3 . 

Pour voir si elle est libre on remplace (. x,y,z ) par (0,0,0) et le systeme donne 

a = 2A 
0 =0 
7 = -A 

A quelconque dans EA 

done admet une infinite de solutions. La famille C 2 = ((1, 0 , 2 ); ( 2 , 1 , 0 ); ( 0 , 0 , 2 ); ( 1 , 1 , 0 )) 
n’est done pas libre. 

c) Soient (. x,y,z ) G El 3 , cherchons les solutions a, 0 G EA telles que : 

«( 1 , 0 , 2 ) + 0 ( 2 , 1 , 0 ) = (x, y, z) 
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ce qui equivaut a 

( a + 2(3 = x (/i) 

< P =y (k) 

[ 2a = z (Z 3 ) 

ce qui donne 

( 1 + 2 y =x 

\ P =V 

{<* =1 

L ’ equation | + 2 y = x n’est pas verifiee pour (x, y, z ) G IR 3 quelconque. 
Done la famille C3 = ((1, 0, 2); (2, 1, 0)) n’est pas generatrice. 

Ensuite avec ( x,y,z ) = (0,0,0) le dernier systeme donne 

( 0 =0 
{ P =0 

[a =0 

qui admet Vunique solution (a, /3) = ( 0 , 0 ). 

Ainsi la famille C3 = (( 1 , 0 , 2); (2, 1 , 0 )) est libre. 



d) Soient (x,y,z) G IR 3 , cherchons les solutions a, (3 , 7 G IR telles que : 



ce qui equivaut a 



et ensuite a 



d’ou 



a (l, 0, 2) + P(2, 1, 0) + 7 ( 0 , 0, 2 ) = (x, y, z) 



( a 


+ 2(3 =x 


(h) 




P 


= y 


Ik) 




[ 2 a + 27 — z 


(k) 




a + 2/3 


= X 




(h 


P 


= y 




(k 


-4(3 + 27 


= z — 2x ( l 


", = h 


- 2 /i 


a + 2(3 


= X 




(h) 


P 


= y 




(k) 


27 


= z — 2x + 4y 


' (k + 4 k ) 



Et Von obtient 

{ a — x — 2y 

P =y 

ry — Z~2x+4y 

Le systeme admet toujours des solutions. La famille C 4 = ((1, 0, 2); (2, 1, 0); (0, 0, 2)) 
est done generatrice de IR 3 . 

Pour voir si elle est libre on remplace (. x,y,z ) par (0,0,0) et le systeme donne 

(a =0 

< P =0 

I 7 =0 



done admet Vunique solution (a, (3, 7 ) = (0, 0, 0). La famille C4 = ((1, 0, 2 ); ( 2 , 1 , 0); (0, 0, 2 )) 
est done libre. 

C 4 est done une base de IR 3 puisqu’elle est libre et generatrice. 
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Solution 5. : 



- Soit Fi = vect ({(0, 1, —1), (0, 1, 1)}). 

Et soient a,0 G It. Par des equivalences logiques on a : 



a( 0 , 1 ,- 1 ) + 0 ( 0 , 1 , 1 ) 



( 0 , 0 , 0 ) 



(0, ol + 0, — ol + 0) = (0, 0, 0) 

f a + 0 =0 (fa) 

( — o + 0 =0 ( I 2 ) 

(fa) - (fa) 



a =0 



0 =0 



(fa) + (fa) 



Done la famille {(0, 1, —1), (0, 1, 1)} est libre. Puisqu’elle engendre F\ , c’est alors 
une base de F\ , et par suite dim(Fi) = 2. 



De meme pour F 2 = vect ({(0, 1, 2 ), ( 2 , 3, 4)}) on ecrit : 
Soient a,0 G It , , alors 



a( 0,1, 2) +0(2, 3, 4) 



( 0 , 0 , 0 ) 



(20, a + 30, 2a + 40) 

f 20 , =0 

< a + 30 =0 

{ 2a + 40 =0 
fa =0 
\0=O 



( 0 , 0 , 0 ) 



Ce qui assure que la famille {( 0 , 1 , 2 ), ( 2 , 3, 4)} est libre. Done c’est une base de 
F-2, et par suite dim(F 2 ) = 2. 



Ensuite on a : 



(a, b, c) G Fi fl F 2 3 a, 0 , 7 ,AeEt 



3a, 0, 7 , A G It 
3a, 0, 7 , A G It 

3a, 0, 7 , A G It 



3a, 0, 7 , A G It 



On en deduit que 



( ( a,b,c ) =a(0, 1,-1) +0(0, 1,1) 

< et 

{ (a, b, c) — 7 ( 0 , 1 , 2 ) + A( 2 , 3 , 4 ) 
a(0, 1, -1) + 0 ( 0 , 1, 1) = 7(0, 1, 2) + A( 2 , 3 , 4 ) 
( 0 , a + 0, — a + 0) = ( 2 A, 7 + 3 A , 27 + 4 A) 
f 0 = 2 A 

\ a + 0 — 7 + 3 A 

I —a + 0 = 27 + 4 A 

> A =0 
-1 



(a, b, c) G fa fl ifa 37 G It : (a, 6, c) = 7 ( 0 , 1, 2) (car A = 0) 



D’ou 

F 1 HF 2 = vect ({(0,1,2)}) = { 7 ( 0 , 1,2) / 7 G It } . 
Et Von a dim(Fi fl ifa) = 1 . 
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Par definition on a : 



F\ + F -2 = {x + y / x e Fi et y G F 2 } 



= {(a(0, 1, -1) + fi(0, 1, 1)) + ( 7 (0, 1, 2) + A(2, 3, 4)) / a, fi, 7 , A e IR} . 

La famille {(0, 1, —1), (0, 1, 1), (0, 1, 2), (2, 3, 4)} est done generatrice de Fi + F 2 . 
En plus pour a , fi, 7, A G IR et par des equivalences logiques on a : 



D’ou 



a(0, 1, -1) + fi(0, 1, 1) + 7(0, 1, 2) + A(2, 3, 4) = 0 r3 
(2A, ol + fi + 7 4 ~ 3A, — ex + fi + 27 + 4A) = (0, 0, 0) 
2A =0 

ct + /3 + 7 4“ 3A = 0 

—a + fi + 27 + 4A =0 
A =0 

2a — 7 =0 

2/3 + 37 =0 

A =0 
1 

- 7/7 

» 



pour tout 7 e IR ^7(0, 1, -1) + -^7(0, 1, 1) + 7 ( 0 , 1, 2 ) = 0 R 3 
1 —3 

ce qui equivaut a -( 0 , 1 , — 1 ) 4 ( 0 , 1 , 1 ) + ( 0 , 1 , 2 ) = ( 0 , 0 , 0 ) 

7 _l “ 3 

ce qui signifie que ( 0 , 1 , 2 ) = “^“( 0 , 1 , — 1 ) 4 - -( 0 , 1 , 1 ) 



Par consequent la famille {(0, 1, —1), (0, 1, 1), (0, 1, 2), (2, 3, 4)} est liee et la fa- 
mille {(0, 1, — 1), (0, 1, 1), (2, 3, 4)} est libre et generatrice de F x + F 2 . Done e’est 
une base et dim(F 1 + F 2 ) = 3. 

Puisque F\ + F 2 est un s.e.v. de IR 3 et dimfiR 3 ) = 3, alors F\ + F 2 = IR 3 . 



Remarque : 

On aurait pu utiliser le resultat suivant : 

dim(Fi + F 2 ) = dim(F 1 ) + dim(F 2 ) — dim(Fi D F 2 ) = 2 + 2 — 1 = 3. 
Puisque F\ + F 2 est un s.e.v de IR 3 et dim( IR 3 ) = 3, alors F\ + F 2 = IR 3 . 



On sait que {(0, 1, 2), (2, 3, 4)} est une base de F 2 . Alors 
x = (1, a, 2) e F 2 ^=^ 3a, 6 e IR / (1, a, 2) = a(0, 1, 2) + 6(2, 3, 4) 



2b =1 
a + 36 = a 

2 a + 46 =2 



6 = - 



a 2 

2-46 

a = — - — = 0 



(26, a + 36, 2 a + 46) 



Et Von obtient finalement 



(1, a, 2) G F 2 
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